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KHÁI QUÁT KIẾN THỨC TẬP HỢP 

1. Tập hợp số tự nhiên 

Ký hiệu là: N.     

Phần tử của tập hợp:  

N = { 0, 1, 2,…, n,…} 

Các ký hiệu khác: 

Tập hợp số tự nhiên có số "0":  

N0 = { 0, 1, 2, ..., n, ...} 

Tập hợp số tự nhiên không chứa số "0" là: 

N
*
 = {1, 2, ..., n, ...}. 

Các tính chất của phép cộng các số tự nhiên: 

Với a, b, c là các số tự nhiên, ta có: 

(1) Tính chất giao hoán: a + b = b + a 

(2) Tính chất kết hợp: (a + b) + c = a + (b + c) 

(3) Tính đồng nhất khi cộng: a + 0 = 0 + a = a. 

(4) Tính chất phân phối của phép cộng đối với phép nhân: (b + c)a = b.a + c.a

Các tính chất của phép nhân các số tự nhiên: 

Với a, b, c là các số tự nhiên, ta có: 

(1) Tính chất giao hoán: a.b = b.a 

(2) Tính chất kết hợp: (a.b).c = a.(b.c) = a.b.c 

(3) Tính đồng nhất khi nhân: a.1 = 1.a = a 

(4) Tính chất phân phối của phép nhân đối với phép cộng: a(b + c) = a.b + a.c 

2. Tập hợp số nguyên 

Ký hiệu là: Z. 

Phần tử của tập hợp: 

Z = {0, 1, 2, ..., n, ...} 

Các ký hiệu khác: 

Tập hợp các số nguyên âm là - N = {-1, -2, ..., -n, ...} 

Tập hợp các số nguyên dương là + N = {+1, +2, ..., +n, ...} 

Các phép toán trên số nguyên: 

Toán Cộng Toán Trừ Toán Nhân Toán Chia 

a + 0 = a  

a + a = 2a  

a + (-a) = 0  

a - 0 = a  

a - a = 0 

(a) - (-a) = 2a  

a x 0 = 0  

a x 1 = a  

a x a = a
2
  

a x 








a

1
= 1  

0

a
=   

1

a
= a  

a

a
= 1  

1

a


= -a  

3. Tập hợp số hữu tỷ 

Ký hiệu là: Q. 

Phần tử của tập hợp: 

m
x | x , n 0;  m, n

n

 
    
 

ZQ

Một số ký hiệu khác: 

Tập hợp các số hữu tỷ không âm là  Q+. 

Tập hợp các số hữu tỷ dương là  Q
*
. 

Các cách biểu diễn số hữu tỷ: 

Biểu diễn trong hệ thập phân và các hệ cơ số khác. 

Số hữu tỉ có thể là số thập phân hữu hạn hoặc số thập phân vô hạn tuần hoàn.  

Dãy các chữ số lặp lại trong biểu diễn thập phân của các số thập phân vô hạn tuần hoàn được gọi 

là chu kỳ. 

Số các chữ số trong chu kỳ này có thể chứng minh được rằng không vượt qua giá trị tuyệt đối

của b. 

http://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=S%E1%BB%91_th%E1%BA%ADp_ph%C3%A2n_h%E1%BB%AFu_h%E1%BA%A1n&action=edit&redlink=1
http://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=S%E1%BB%91_th%E1%BA%ADp_ph%C3%A2n_v%C3%B4_h%E1%BA%A1n_tu%E1%BA%A7n_ho%C3%A0n&action=edit&redlink=1
http://vi.wikipedia.org/wiki/Chu_k%E1%BB%B3
http://vi.wikipedia.org/wiki/Gi%C3%A1_tr%E1%BB%8B_tuy%E1%BB%87t_%C4%91%E1%BB%91i
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Biểu diễn bằng liên phân số. 

Một số thực là số hữu tỷ khi và chỉ khi biểu diễn liên phân số của nó là hữu hạn. 

4. Tập hợp số thực 

Ký hiệu là: R

Các ký hiệu khác: 

Tập hợp số thực không âm là R+

Tập hợp các số thực dương là  R
*
 

Các phép toán trên tập số thực: 

Phép cộng, phép trừ, phép nhân, phép chia, phép lũy thừa, phép logarit. 

5. Tập hợp số vô tỷ

Ký hiệu là: I 

Phần tử của tập hợp: 

I  = R\Q 

Trong toán học, số vô tỉ là số thực không phải là số hữu tỷ, nghĩa là không thể biểu diễn được 

dưới dạng tỉ số 
a

b

, với a, b là các số nguyên. 

Ví dụ:  

Số thập phân vô hạn có chu kỳ thay đổi: 0.1010010001000010000010000001...  

Số 2 = 1,41421 35623 73095 04880 16887 24209 7...  

Số pi () = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 58209 74944 

59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679...  

6. Các phép toán trên tập hợp: 

a. Hợp của các tập hợp: 

Định nghĩa: Hợp của tập hợp A và tập hợp B là tập hợp gồm tất cả các phần tử thuộc ít nhất một 

trong hai tập hợp A và B. 

Ký hiệu: A  B 

Phần tử của A  B = {x| x  A hoặc x  B} 

b. Giao của các tập hợp: 

Định nghĩa: Giao của tập hợp A và tập hợp B là tập hợp gồm tất cả các phần tử thuộc hai tập hợp 

A và B. 

Ký hiệu: A  B 

Phần tử của A  B = {x| x  A và x  B} 

c. Hiệu của các tập hợp: 

Định nghĩa: Hiệu của tập hợp A và tập hợp B là tập hợp gồm tất cả các phần tử thuộc tập hợp A 

nhưng không thuộc tập hợp B. 

Ký hiệu: A \ B 

Phần tử của A \ B = {x| x  A và x  B} 

d. Phần của các tập hợp: 

Định nghĩa: Nếu A  B thì B\A được gọi là phần bù của tập hợp A trong tập hợp B.

Ký hiệu: CAB. 

http://vi.wikipedia.org/wiki/Li%C3%AAn_ph%C3%A2n_s%E1%BB%91
http://vi.wikipedia.org/w/index.php?title=T%E1%BB%89_s%E1%BB%91&action=edit&redlink=1
http://vi.wikipedia.org/wiki/Pi
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CHUYÊN ĐỀ 2

CĂN THỨC 

1. Căn bậc hai: 

Khái niệm: x được gọi là căn bậc hai của số không âm a  

 x
2
 = a.  

Kí hiệu: x a , với a ≥ 0. 

Điều kiện xác định của biểu thức A là: A xác định  A 0 . 

Ví dụ:  

(1) Căn bậc hai của 25 là 525  . 

(2) Căn bậc hai của 12 là 3212  . 

(3) Điều kiện để 2x  có nghĩa là x - 2 ≥ 0  x ≥ 2. 

(4) Tính  23x  .  

Ta có:    3x3x3x
2



Hay 

  3x3x
2

 và     3x3x3x
2



Các phép biến đổi căn thức 

 A.B A. B, A 0; B 0  

 
A A

, A 0; B 0
B B

  

 2
A B A B, B 0 

 
A 1

A.B, A.B 0; B 0
B B

  

 
 2

2

m. A Bm
, B 0; A B

A BA B
  





 
 

n. A Bn
, A 0; B 0; A B

A BA B
   





 
2

A 2 B m 2 m.n n m n m n        , (với m, n ≥ 0, với 

m n A

m.n B

 







2
AA 

Lưu ý: Với mọi số thực a, giá trị tuyệt đối của a. 

Kí hiệu: |a|

Định nghĩa: 

a  a 0
a    

a  a < 0


 



nÕu

nÕu

Định nghĩa trên cho thấy, giá trị tuyệt đối của a là một số không âm. 

2. Căn bậc ba: 

Ký hiệu: Căn bậc ba của một biểu thức (hoặc một số) A là:  3 A . 

Ta có: 3 3A A . 

Ví dụ:  

1) 
3 33 8 2 2  2)  

3
3 x 2 x 2  
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3. Căn bậc cao: 

Căn bậc chẵn: Với mọi số tự nhiên m, n, k > 1, ta có: 

 2k 2kA A .  

  2k 2k 2kA.B A . B ,  A.B 0   

  
2k

2k

2k

AA
,  A.B 0; B 0

B B
    

  2k2k 2kA .B A . B,  B 0   

  m m.nn A A,  A 0   

Ví dụ:  

(1) Căn bậc 4 của 16 là 4 44 16 2 2.    

(2) Căn bậc 4 của (x + 2)
2
 là  

2
4 x 2 x 2   , (x + 2 ≥ 0). 

Chú ý: 2k A  có nghĩa khi A ≥ 0. 

Căn bậc lẻ: Với mọi số tự nhiên m, n, k > 1, ta có: 

 2k 1 2k 1A A.    

 2k 1 2k 12k 1 A.B A. B    

  
2k 1

2k 1
2k 1

A A
,  B 0

B B






   

 2k 12k 1 2k 1A .B A. B   

Ví dụ:  

(1) Căn bậc 3 của 27 là 3273  . 

(2) Căn bậc 3 của (4 - x)
3
 là   x4x43 3

 . 

Chú ý: Đối với căn bậc lẻ thì biểu thức trong dấu căn không quy định dấu âm hoặc dương. 
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CHUYÊN ĐỀ 3

HẰNG ĐẲNG THỨC 

1. Kiến thức cơ bản: 

1.1. hằng đẳng thức đáng nhớ: 

(a + b)
2
 = a

2
 + 2ab + b

2
 (Bình phương của một tổng) 

(a - b)
2
 = a

2
 - 2ab + b

2
 (Bình phương của một tổng) 

a
2
 - b

2
 = (a - b)(a + b) (Hiệu hai bình phương) 

(a + b)
3
 = a

3
 + 3a

2
b + 3ab

2
 + b

3
 (Lập phương của một tổng)

(a - b)
3
 = a

3
 - 3a

2
b + 3ab

2
 - b

3
 (Lập phương của một tổng)

a
3
 + b

3
 = (a + b)(a

2
 - ab + b

2
) (Tổng hai lập phương) 

a
3
 - b

3
 = (a - b)(a

2
 + ab + b

2
) (Hiệu hai lập phương) 

1.2. Các hằng đẳng thức nâng cao: 

(a + b + c)
2
 = a

2
 + b

2
 + c

2
 + 2ab + 2bc + 2ac  

(a + b + c)
3
 = a

3
 + b

3
 + c

3
 + 3(a + b)(b + c)(c + a) 

a
3
 + b

3
 + c

3
 - 3abc = (a + b + c)(a

2
 + b

2
 + c

2
 - ab -bc - ca) 

a
n
 - b

n
 = (a - b)(a

n-1
 + a

n-2
b + …+ab

n-1
 + b

n-1
) 

(a + b)
n
 = k k n-k

n
C a b

                = 0 n 1 n-1 2 n-2 2 k n-k k n-1 n-1 n n

n n n n n n
C a + C a b + C a b +...+ C a b +...+ C ab + C b (Nhị thức 

Newton) 

(Với 
 

k

n

n!
C =

k! n - k !
và n! = 1.2.3.4…(n-1).n) 

Chú ý: n! đọc là n giai thừa. 

2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Phân tích hằng đẳng thức sau: 

a) (3 - 2x)
2
    b) (2x + 1)

2
     c) 9 - 25x

2
  

Giải 

a) (3 - 2x)
2
 = 3

2
 - 2.3.2x + (2x)

2
 = 9 - 12x + 4x

2
 

b) (2x + 1)
2
 = (2x)

2
 + 2.2x.1 + 1

2
 = 4x

2
 + 4x + 1 

c) 9 - 25x
2
 = 3

2
 - (5x)

2
 = (3 + 5x)(3 - 5x) 

Bài tập 2: Phân tích hằng đẳng thức sau: 

a) (7 + 3x)
3
    b) (9x + 2)

3
 

Giải 

a) (7 + 3x)
3
 = 7

3
 + 3.7

2
.3x + 3.7.(3x)

2
 + (3x)

3
 = 343 + 441x + 189x

2
 + 27x

3
 

b) (9x - 2)
3
 = (9x)

3
 - 3.(9x)

2
.2 + 3.9x.2

2
 - 2

3
 = 729x

3
 - 486x

2
 + 108x - 8 

Bài tập 3: Phân tích hằng đẳng thức sau: 

a) 1 - 27x
3
    b) 216x

3
 + 8 

Giải 
a) 1 - 27x

3
 = 1

3
 - (3x)

3
 = (1 - 3x)[1

2
 + 1.3x + (3x)

2
] = (1 - 3x)(1+ 3x + 9x

2
) 

b) 216x
3
 + 8 = (6x)

3
 + 2

3
 = (6x + 2)[(6x)

2
 - 6x.2 + 2

2
] = (6x + 2)(36x

2
 - 12x + 4) 

Bài tập 4: Đưa về dạng hằng đẳng thức: 

a) 2x
2
 + 4x + 2     b) x

2
 - 6x + 9   

c) x
3
 + 12x

2
 + 48x + 64  d) 8x

3
 - 12x

2
 + 6x - 1  

Giải 
a) 2x

2
 + 4x + 2 = 2(x

2
 + 2.x.1 + 1

2
) = 2(x + 1)

2
 

b) x
2
 - 6x + 9 = x

2
 - 2.x.3 + 3

2
 = (x - 3)

2
  

c) x
3
 + 12x

2
 + 48x + 64 = x

3
 + 3.x

2
.4 + 3.x.4

2
 + 4

3
 = (x + 4)

3
 

d) 8x
3
 - 12x

2
 + 6x - 1 = (2x)

3
 - 3.(2x)

2
.1 + 3.2x.1

2
 - 1

3
 = (2x - 1)

3
 

Bài tập 5: Phân tích hằng đẳng thức sau: 

a) (x
2
 + x + 1)

2
     b) (x

2
 + 2x - 3)

2
    

Giải 
a) (x

2
 + x + 1)

2
 = (x

2
)

2
 + x

2
 + 1

2
 + 2.x

2
.x + 2.x

2
.1 + 2.x.1 = x

4
 + x

2
 + 1 + 2x

3
 + 2x

2
 + 2x 

= x
4
 + 2x

3
 + 3x

2
 + 2x + 1 

b) (x
2
 + 2x - 3)

2
 = (x

2
)

2
 + (2x)

2
 + 3

2
 + 2.x

2
.2x - 2.x

2
.3 - 2.2x.3 = x

4
 + 4x

2
 + 9 + 4x

3
 - 6x

2
 - 12x 

   = x
4
 + 4x

3
 - 2x

2
 - 12x + 9    
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Bài tập 6: Tính nhanh: 

a) 2004
2
 - 16    b) 892

2
 + 892.216 + 108

2
 

c) 99
3
 + 1 + 3(99

2
 + 99)  d) 20,03.45 + 20,03.47 + 20,03.48 

 Giải 
a) 2004

2
 - 16 = 2004

2
 - 4

2
 = (2004 - 4)(2004 + 4) = 2000.2008 = 4016000. 

b) 892
2
 + 892.216 + 108

2
 = 892

2
 + 2. 892.108 + 108

2 
= (892 + 108)

2
 = 1000

2
 = 1000000. 

c) 99
3
 + 1 + 3(99

2
 + 99) = 99

3
 + 3.99

2
 + 3.99 + 1

3
 = (99 + 1)

3
 = 100

3
 = 1000000.   

d) 20,03.45 + 20,03.47 + 20,03.48 = 20,03(45 + 47 + 48) = 20,03.200 = 20,03.2.100 = 4006. 

Bài tập 7 : Viết biểu thức  
2

4n 3 25   thành tích  

 Giải 

 
2

4n 3 25   = (4n + 3)
2
 - 5

2
 = (4n + 3 + 5)(4n + 3 - 5) = (4n + 8)(4n - 2) 

Bài tập 8 : Chứng minh với mọi số nguyên n biểu thức  
2

2n 3 9    chia hết cho 4. 

 Giải 
Ta có: (2n + 3)

2
 - 9 = (2n + 3)

2
 - 3

2
 = (2n + 3 + 3)(2n + 3 - 3) = (2n + 6)2n = 4n(n + 3) 

Biểu thức 4n(n + 3) luôn chia hết cho 4.  

Vậy (2n + 3)
2
 - 9 chia hết cho 4. 

Bài tập 9: Viết biểu thức sau dưới dạng tích 

a)       
2 2

x + y + z - 2 x + y + z y + z + y + z     

b)    
2 2

x y z y z      

c)    
2

x 3 4 x 3 4              

d)    
2

25 10 x 1 x 1     

 Giải 

a)       
2 2

x + y + z - 2 x + y + z y + z + y + z  = [(x + y + z) - ( y + z)]
2
 

      = (x + y + z - y - z)
2
 = x

2
. 

b)    
2 2

x y z y z    = [(x + y + z) + (y + z)][(x + y + z) - ( y + z)]  

      = (x + y + z + y + z)(x + y + z - y - z) 

      = x(x + 2y + 2z) 

c)    
2

x 3 4 x 3 4     = (x + 3)
2
 + 2.(x + 3).2 + 2

2
  

        = [(x + 3) + 2]
2
 = (x + 3 + 2)

2
  

        = (x + 5)
2
          

d)    
2

25 10 x 1 x 1    = 5
2
 + 2. 5.(x + 1) + (x + 1)

2
  

          = [5 + (x + 1)]
2
  

          = (5 + x + 1)
2
   

          = (x + 6)
2
 

Bài tập 10: Viết biểu thức sau dưới dạng hằng đẳng thức:  

   

   

a) x y z t . x y z t

b) x y z t . x y z t

     

     
                                        

   2 4c) 2 3 1 3 1 3 1                             

 Giải 

   a) x y z t . x y z t       = [(x + y) + (z + t)][(x + y) - (z - t)] 

      = (x + y)
2
 - (z - t)

2
  

  b) x y z t x y z t       = [(x - y) + (z - t)] [(x - y) - (z - t)]  

      = (x - y)
2
 - (z - t)

2
       

   2 4c) 2 3 1 3 1 3 1     

= (3 - 1)(3 + 1)(3
2
 + 1)(3

4
 + 1)  

= (3
2
 - 1)(3

2
 + 1)(3

4
 + 1)     
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= (3
4
 - 1)(3

4
 + 1) 

= 3
8
 - 1 

3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Phân tích các hằng đẳng thức sau: 

a) (3x + 4)
2
    b) (2x - 5)

2
   c) 49 - x

4
                         

Bài tập 2: Phân tích các hằng đằng thức sau: 

a) (x + y + z)
3
   b) (y - z + t)

3
 

c) 8x
3
 - 125   b) 27y

3
 + 64z

3
 

Bài tập 3: Viết các biểu thức sau dưới dạng hằng đẳng thức: 

a) x
2
 - 6x + 9   b) 25 + 10x + x

2   

c) x
3
 + 15x

2
 + 75x + 125 d) x

3
 - 9x

2
 + 27x - 27  

Bài tập 4: Viết các biểu thức sau dưới dạng hằng đẳng thức: 

a) x
2
 + 10x + 26 + y

2
+ 2y b) x

2
 - 2xy + 2y

2
 + 2y + 1 

c) x
2
 - 6x + 5 - y

2
 - 4y  d) 4x

2
 - 12x - y

2
 + 2y + 1 

Bài tập 5: Rút gọn biểu thức: 

a) (x + 1)
2
 - (x - 1)

2
 - 3(x + 1)(x - 1)   

b) 5(x - 2)(x + 2) -  
21

6 8x 17
2

 

c) (x + y)
3
 + (x - y)

3
  

d) (x + y - z)
2
 - (x - z)

3
 - 2xy + 2yz. 

Bài tập 6: Cho x + y = 7. Tính giá trị của biểu thức: M = (x + y)
3
 + 2x

2
 + 4xy + 2y

2
. 

Bài tập 7: Cho x - y = 7. Tính giá trị của biểu thức: A = x(x + 2) + y(y - 2) - 2xy + 37. 

Bài tập 8: Cho a
2
 + b

2
 + c

2
 + 3 = 2(a + b + c). Chứng minh rằng: a = b = c = 1. 

Bài tập 9: Chứng minh rằng: (10a + 5)
2
 = 100a(a + 1) + 25. 

Từ đó hãy nêu những cách tính nhẩm bình phương của một số tự nhiên có tận cùng bằng chữ số 

5. 

Áp dụng để tính: 25
2
; 35

2
; 65

2
; 75

2
.  

Bài tập 10: Tính: A = 1
2
 – 2

2
 + 3

2
 – 4

2
 + … – 2004

2
 + 2005

2
. 
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CHUYÊN ĐỀ 4 

PHÂN TÍCH ĐA THỨC THÀNH NHÂN TỬ 

1. Kiến thức cần nhớ: 

  Phân tích đa thức thành nhân tử là một kiến thức thuộc chương trình Toán lớp 8. Đây là dạng 

toán tương đối phức tạp. Loại toán này thường được áp dụng rộng rãi trong các kỳ thi HSG, thi 

chuyển cấp, thi vào trường chuyên, ... 

Các phương pháp phân tích đa thức thành nhân tử: 

 Phương pháp 1: Dùng hằng đẳng thức đáng nhớ. 

 Phương pháp 2: Đặt nhân tử chung. 

 Phương pháp 3: Tách hạng tử. 

 Phương pháp 4: Phối hợp nhiều phương pháp. 

 Phương pháp 5: Thêm và bớt cùng một hạng tử. 

 Phương pháp 6: Đổi biến số. 

 Phương pháp 7: Xét giá trị riêng. 

 Phương pháp 8: Dùng hệ số bất định. 

 Phương pháp 9: Nhẩm nghiệm. 

2. Phƣơng pháp dùng hằng đẳng thức đáng nhớ 

Phương pháp: 

 Nắm chắc 7 hằng đẳng thức đáng nhớ và các hằng đẳng thức nâng cao. 

 Nhận dạng hằng đẳng thức với các dạng biểu thức phức tạp. 

Ví dụ:  

Nếu ta biết hằng đẳng thức bình phương của một tổng là (A + B)
2
 thì [(A + C) + (B - C)]

2
 ta phải 

biết. 

Hạ bậc lũy thừa của một biến hoặc một số và đưa về dạng hằng đẳng thức. 

Thêm một chút tư duy, sáng tạo trong cách biến đổi xuất hiện hằng đẳng thức. 

a) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức (x + y)
2
 – (x – y)

2
  thành nhân tử. 

 Giải 
    (x + y)

2
 – (x – y)

2
  = [(x + y) – (x – y)].[(x + y) + (x – y)]   

 = (x + y – x + y)(x + y + x – y) 

 = 2y.2x = 4xy. 

Bài tập 2:  Phân tích a
6
 – b

6
 thành nhân tử. 

 Giải 

       a
6
 – b

6
 =    

2 2
3 3a b  = (a

3
 – b

3
 )( a

3
 + b

3
 )  

   = (a – b)(a
2
 + ab + b

2
)(a + b)(a

2
 – ab + b

2
) 

Bài tập 3: Phân tích đa thức x
12

 - y
4
 thành nhân tử. 

 Giải 
x

12
 - y

4
 = (x

6
)

2
 - (y

2
)

2
 = (x

6
 + y

2
)(x

6
 - y

2
) = (x

6
 + y

2
)(x

3
 - y)(x

3
 + y) 

Bài tập 4: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: x
4
 - 4x

3
 + 4x - 1 

 Giải 

    x
4
 - 4x

3
 + 4x - 1 = (x

4
 - 4x

3
 + 4x

2
) - (4x

2
 - 4x + 1) 

= x
2
(x - 2)

2
 - (2x - 1)

2
 = [(x(x - 2) + 2x - 1][x(x - 2) - (2x - 1)] 

= (x
2
 - 1)(x

2
 - 4x + 1) = (x + 1)(x - 1)(x

2
 - 4x + 1) 

Bài tập 5: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: x
4
 - 2x

3
 - 3x

2
 + 4x + 4 

 Giải 
    x

4
 - 2x

3
 - 3x

2
 + 4x + 4 = (x

2
 - 1)

2
 - 2(x

2
 - 1)(x + 1) + (x + 1)

2
 

= [(x
2
 - 1) - (x + 1)]

2
 = (x + 1)

2
(x - 2)

2
 

Bài tập 6: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: 9x
2
 – 4 

 Giải 

9x
2
 – 4 = (3x)

2
 – 2

2
 = ( 3x– 2)(3x + 2) 

Bài tập 7: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: 8 – 27a
3
b

6
 

 Giải 

8 – 27a
3
b

6
 = 2

3
 – (3ab

2
)

3
 = (2 – 3ab

2
)( 4 + 6ab

2
  + 9a

2
b

4
) 

Bài tập 8: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: 25x
4
 – 10x

2
y + y

2
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Giải 

25x
4
 – 10x

2
y + y

2
 = (5x

2
 – y)

2
 

Bài tập 9: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: a
16

 + a
8
b

8
 + b

16 

Giải 
Ta có thể viết: 

a
16

 + a
8
b

8
 + b

16
  = a

16
 + 2a

8
b

8
 + b

16
 - a

8
b

8
 

= (a
8
 + b

8
)

2
 - (a

4
b

4
)

2
 

= (a
8
 + b

8
 - a

4
b

4
)( (a

8
 + b

8
 + a

4
b

4
) 

Ta lại có: 

a
8
 + b

8
 + a

4
b

4  
=  (a

4
 + b

4
)

2
 - (a

2
b

2
)

2
 

= (a
4
 + b

4
 - a

2
b

2
)(a

4
 + b

4
 + a

2
b

2
) 

Mặt khác: 

a
4
 + b

4
 + a

2
b

2
 = (a

2
 + b

2
)

2
 - (ab)

2
 

= (a
2
 + b

2
 - ab)(a

2
 + b

2
 + ab) 

Do đó, ta có: 

a
16

 + a
8
b

8
 + b

16
 = (a

8
 - a

4
b

4
 + b

8
)(a

4
 - a

2
b

2
 + b

4
)(a

2
 - ab + b

2
)(a

2
 + ab + b

2
)

Bài tập 10: Phân tích đa thức sau ra thừa số: A = x
4
 + 6x

3
 + 7x

2
 - 6x + 1 

Giải 
Ta có thể viết: 

A = x
4
 + 6x

3
 + 7x

2
 - 6x + 1   

= (x
4
 + 3x

3
 - x

2
) + (3x

3
 + 9x

2
 - 3x) - x

2
 - 3x + 1

= x
2
(x

2
 + 3x - 1) + 3x(x

2
 + 3x - 1) - (x

2
 + 3x - 1)

= (x
2
 + 3x - 1)

2
 

Vậy A = (x
2
 + 3x - 1)

2
 

b) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: (x + y)
2
 - 9x

2
 

Bài tập 2: Phân tích đa thức (2n + 5)
2
 - 25 thành nhân tử. 

Bài tập 3: Phân tích đa thức thành nhân tử: 64 - 27a
3
b

6
. 

Bài tập 4: Phân tích đa thức thành nhân tử: 4(x +1)
2
 - 25(x - 1)

4
 

Bài tập 5: Phân tích đa thức thành nhân tử: 25(2x +3)
2
 - 10 (4x

2
 - 9) + (2x - 3)

2 

Bài tập 6: Phân tích đa thức thành nhân tử: x
4
+ x

3
 + 2x

2
 + x +1 

Bài tập 7: Phân tích đa thức thành nhân tử: x
3
 + 2x

2
y + xy

2
 - 9x 

Bài tập 8: Phân tích đa thức thành nhân tử: (a + b + c)
3
 - a

3
 - b

3
 - c

3
. 

Bài tập 9: Phân tích các đa thức thành nhân tử: 

a) A = (a + 1)(a + 3)(a + 5)(a + 7) + 15 

b) B = 4x
2
y

2
(2x + y) + y

2
z

2
(z - y) - 4z

2
x

2
(2x + z) 

3. Phƣơng pháp đặt nhân tử chung 

Phương pháp: 

Tìm nhân tử chung của các hệ số nếu có (ƯCLN của các hệ số) hoặc là những đơn, đa thức có 

mặt trong tất cả các hạng tử. 

Phân tích mỗi hạng tử thành tích của nhân tử chung và một nhân tử khác hoặc nhân tử chung của 

các biến (mỗi biến chung lấy số mũ nhỏ nhất). 

Nhằm đưa về dạng:   

A.B + A.C = A(B + C). 

A.B + A.C + A.D = A.(B + C + D). 

Viết nhân tử chung ra ngoài dấu ngoặc, viết các nhân tử còn lại của mỗi hạng tử vào trong dấu 

ngoặc (kể cả dấu của chúng). 

Lưu ý:  

Đối với đa thức thì ta có cách biến đổi như sau: 

Tìm nghiệm của đa thức (đối xứng thì có thể là -1 hoặc 1) 

Đối với các đa thức bậc chẵn thì ta chia cho x
2
 (với x

2
 không là nghiệm của đa thức). 

Đối với đa thức bậc lẻ thì ta nhẩm nghiệm là thương của ước hạng tử có số mũ cao nhất và ước 

của hạng tử tự do. Rồi đưa đa thức về đa thức bậc lẻ và làm tương tự. 

Ta có thể áp dụng thêm quy tắc đồng nhất hệ số (chú ý phải giải hệ phương trình hoặc cách khác 

để tìm các hệ số của các đa thức): 

Ví dụ: Phân tích đa thức: ax
2
 + bx + c = (ax + d)(x + e) 
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Một đa thức bậc hai có thể phân tích thành tích của hai đa thức bậc nhất. 

 Một đa thức bậc ba có thể phân tích thành tích của hai đa thức bậc nhất và bậc hai. 

Các đa thức còn lại thì có thể phân tích tương tự. 

Dạng chung:  

      

  
            n n 1 p p 1 q q 1

n n 1 1 0 p p 1 1 0 q q 1 1 0
a x a x ... a x a a x a x ... a x a a x a x ... a x a  

(Với p + q = n và p, q, n  N) 

a) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức 14x
2
 y – 21xy

2
 + 28x

2
y

2
 thành nhân tử. 

 Giải 

   14x
2
 y – 21xy

2
 + 28x

2
y

2
  = 7xy.2x – 7xy.3y + 7xy.4xy   

= 7xy.(2x – 3y + 4xy)  

Bài tập 2: Phân tích đa thức 10x(x – y) – 8y(y – x)  thành nhân tử. 

 Giải 

   10x(x – y) – 8y(y – x)  = 10x(x – y) + 8y(x – y) 

= 2(x – y).5x + 2(x – y).4y 

= 2(x – y)(5x + 4y) 

Bài tập 3: Phân tích đa thức 9x(x – y) – 10(y – x)
2
  thành nhân tử. 

 Giải 
   9x(x – y) – 10(y – x)

2
  = 9x(x – y) – 10(x – y)

2
   

= (x – y)[9x – 10(x – y)] 

= (x – y)(10y – x)   

Bài tập 4: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: 2x(y – z) + 5y(z –y ) 

 Giải 

2x(y – z) + 5y(z –y ) = 2(y - z) – 5y(y - z) = (y – z)(2 - 5y) 

Bài tập 5: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: x
m

 + x
m + 3

 

 Giải 
x

m
 + x

m + 3
 = x

m
 (x

3
 + 1) = x

m
( x+ 1)(x

2
 – x + 1) 

b) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức x
3
 - 2x

2
 + x  thành nhân tử. 

Bài tập 2: Phân tích đa thức 2 3 3 4 3 35x y 25x y 10x y   thành nhân tử. 

Bài tập 3: Phân tích đa thức 5(x - y) - y(x - y)  thành nhân tử. 

Bài tập 4: Phân tích đa thức 4 2 2 5 415x 10x y 5x y   thành nhân tử. 

Bài tập 5: Phân tích đa thức xt(z - y) - yt(y - z)  thành nhân tử. 

3. Phƣơng pháp nhóm hạng tử 

Phương pháp: 

  Dùng các tính chất giao hoán, kết hợp của phép cộng các đa thức, ta kếp hợp những hạng tử của 

đa thức thành từng nhóm thích hợp, rồi dùng các phương pháp khác phân tích nhân tử theo từng 

nhóm và phân tích chung đối với các nhóm. 

  Lựa chọn các hạng tử “thích hợp” để thành lập nhóm nhằm làm xuất hiện một trong hai dạng 

sau hoặc là đặt nhân tử chung, hoặc là dùng hằng đẳng thức.  

Thông thường ta dựa vào các mối quan hệ sau: 

Quan hệ giữa các hệ số, giữa các biến của các hạng tử trong bài toán.  

Thành lập nhóm dựa theo mối quan hệ đó, phải thoả mãn: 

Mỗi nhóm đều phân tích được. 

 Sau khi phân tích đa thức thành nhân tử ở mỗi nhóm thì quá trình phân tích thành nhân tử phải 

tiếp tục thực hiện được nữa.  

Dạng bài toán:  

A.B + A.C + E.B + E.C = (A.B + A.C) + (E.B + F.C)  

      = A(B + C) + E(B + C)  

      = (B + C)(A + E) 

a) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức  x
2
 – xy + x – y  thành nhân tử. 

 Giải 

    x
2
 – xy + x – y = (x

2
 – xy) + (x – y) 
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= x(x – y) + 1.(x – y) 

= (x – y)(x + 1)    

Bài tập 2: Phân tích đa thức x
2
 – 2x + 1 – 4y

2
  thành nhân tử. 

   Giải 

    x
2
 – 2x + 1 – 4y

2
  = (x

2
 – 2x + 1) – (2y)

2
   

= (x – 1)
2
 – (2y)

2
  

= (x – 1 – 2y)(x – 1 + 2y) 

Bài tập 3: Phân tích đa thức x
2
 – 2x – 4y

2
 – 4y  thành nhân tử. 

Giải 

          x
2
 – 2x – 4y

2
 – 4y  = (x

2
 – 4y

2
 ) + (– 2x – 4y )  

      = (x + 2y)(x – 2y) – 2(x + 2y) 

      = (x + 2y)(x – 2y – 2) 

Bài tập 4: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: P =  4 3 2 2x x 2 m 1 x mx m     . 

Giải 

 

  

2 2 4 3 2

2 2
2 2 4 2

2 2

2

2 2

P m m 2x x x x 2x

x x x 9x
  m 2m x x 2x .

2 2 4 4

x 3x
  m x

2 2

  m x 2x m x x

     

  
        

   

   
      
   

    

Bài tập 5: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: 2x
3
 – 3x

2
 + 2x – 3 

Giải 

2x
3
 – 3x

2
 + 2x – 3 = ( 2x

3
 + 2x) – (3x

2
 + 3)  

      = 2x(x
2
 + 1) – 3( x

2
 + 1) 

                              = ( x
2
 + 1)( 2x – 3) 

Bài tập 6: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: x
2
  – 2xy + y

2
 – 16 

Giải 

x
2
  – 2xy + y

2
 – 16 = (x – y)

2
 - 4

2
  

       = ( x – y – 4)( x –y + 4) 

b) Bài tập tự luyện 

Bài tập 1: Phân tích đa thức xy + xz + 3y + 3z thành nhân tử. 

Bài tập 2: Phân tích đa thức x
3
 - 4x

2
 + 4x - 1 thành nhân tử. 

Bài tập 3: Phân tích đa thức x
2
y

2
 + 1 - y

2
 - x

2
 thành nhân tử. 

Bài tập 4: Phân tích đa thức a
3
 + b

3
 - a - b thành nhân tử. 

Bài tập 5: Phân tích đa thức a
3 
 + a

2
b - ab

2
 - b

3
 thành nhân tử. 

4. Phƣơng pháp tách hạng tử 

Phương pháp: 

Tách hạng tử thành nhiều hạng tử nhằm: 

Làm xuất hiện hằng đẳng thức hiệu của hai bình phương hoặc hiệu của hai hạng tử là a
n
 - b

n
. 

Làm xuất hiện các hệ số ở mỗi hạng tử tỷ lệ với nhau, nhờ đó làm xuất hiện nhân tử chung. 

Làm xuất hiện hằng đẳng thức và nhân tử chung.  

Việc tách hạng tử thành nhiều hạng tử khác là nhằm làm xuất hiện các phương pháp đã học như: 

Đặt nhân tử chung, dùng hằng đẳng thức, nhóm nhiều hạng tử là việc làm hết sức cần thiết đối 

với học sinh trong giải toán. 

Chú ý:  

Để phân tích đa thức dạng tam thức bậc hai: ax
2
 + bx + c, (a  0) thành nhân tử.  

Ta tách hạng tử: bx = b1x + b2x sao cho b1b2 = ac  

Đối với đa thức f(x) có bậc từ ba trở lên, để làm xuất hiện các hệ số tỉ lệ, tuỳ theo đặc điểm của 

các hệ số mà ta có cách tách riêng cho phù hợp nhằm để vận dụng phương pháp nhóm hoặc hằng 

đẳng thức hoặc đặt nhân tử chung. 

Phương pháp chung:  

Bước 1: Tìm tích ac, rồi phân tích a.c ra tích của hai thừa số nguyên bằng mọi cách: 

a.c = a1.c1 = a2.c2 = a3.c3 = … = ai.ci = … 
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Bước 2: Chọn hai thừa số có tổng bằng b, chẳng hạn chọn tích: 

a.c = ai.ci với b = ai + ci 

Bước 3: Tách bx = aix + cix.  

Từ đó nhóm hai số hạng thích hợp để phân tích tiếp. 

a) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức f(x) = 3x
2
 – 8x + 4 thành nhân tử. 

 Giải 

Cách 1 (tách hạng tử 3x
2
)        

   3x
2
 – 8x + 4 = 4x

2
 – 8x + 4 – x

2
  

= (2x – 2)
2
 – x

2
  

= (2x – 2 – x)( 2x – 2 + x) 

= (x – 2)(3x – 2) 

Cách 2 (tách hạng tử :  – 8x)         

   3x
2
 – 8x + 4 = 3x

2
 – 6x – 2x + 4 

= 3x(x – 2) – 2(x – 2) 

= (x – 2)(3x – 2) 

Cách 3 (tách hạng tử :  4)           

 3x
2
 – 8x + 4 = 3x

2
 – 12 – 8x + 16 

   = 3(x
2
 – 2

2
 ) – 8(x – 2) 

   = 3(x – 2)(x + 2) – 8(x – 2) 

   = (x – 2)(3x + 6 – 8) 

   = (x – 2)(3x – 2) 

Bài tập 2: Phân tích đa thức – 6x
2
 + 7x – 2 thành nhân tử. 

 Giải 

   – 6x
2
 + 7x – 2 = – 6x

2
 + 4x + 3x – 2 

= (– 6x
2
 + 4x) + (3x – 2)  

= –2x(3x – 2) + (3x – 2)  

= (3x – 2)(–2x + 1) 

Bài tập 3: Phân tích đa thức sau ra thừa số:   n
3
 – 7n + 6   

 Giải 

   n
3
 – 7n + 6 = n

3
 – n – 6n + 6   

= n(n
2
 – 1) – 6(n – 1) 

= n(n – 1)(n + 1) – 6(n – 1)   

= (n – 1)[n(n + 1) – 6]   

= (n – 1)(n
2
 + n – 6) 

= (n – 1)(n
2
 – 2n + 3n – 6)   

= (n – 1)(n(n – 2) + 3(n – 2))  

= (n – 1)(n – 2)(n + 3)  

Bài tập 4: Phân tích đa thức x
4
 – 30x

2
 + 31x – 30 thành nhân tử. 

 Giải 

Ta có cách tách như sau:  

   x
4
 – 30x

2
 + 31x – 30  = x

4
 + x – 30x

2
 + 30x – 30 

= x(x
3
 + 1) – 30(x

2
 – x + 1) 

= x(x + 1)(x
2
 – x + 1) – 30(x

2
 – x + 1) 

= (x
2
 – x + 1)(x

2
 + x – 30) 

= (x
2
 – x + 1)(x – 5)(x + 6) 

Bài tập 5: Phân tích đa thức A = 9x
2
 - 10x + 1 thành nhân tử. 

 Giải 

Cách 1: Tách hạng tử "bậc nhất", làm xuất hiện hai tích có hai nhân tử chung: 

A = 9x
2
 - 9x - x + 1 = (9x

2
 - 9x) - (x - 1) 

    = 9x(x - 1) - (x - 1) = (x - 1)(9x - 1) 

Cách 2: Tách hạng tử bậc hai thành: 

A = 10x
2
 - 10x - x

2
 + 1 

    = (10x
2
 - 10x) - (x

2
 - 1) = 10x(x - 1) - (x + 1)(x - 1) 

    = (x - 1)[10x - (x + 1)] = (x - 1)(9x - 1). 

Bài tập 6: Phân tích đa thức A = x
4
 + x

2
 + 1 thành nhân tử: 
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Giải 

́ ́ ́ ́
́

A = x
4
 + 2x

2
 + 1 - x

2
 = (x

2
 + 1)

2
 - x

2
 = (x

2
 - x + 1)(x

2
 + x + 1) 

Bài tập 7: Phân tích đa thức A = 2(x
2
 + x - 5)

2
 - 5(x

2
 + x) + 28 thành nhân tử: 

Giải 

        A  = 2(x
2
 + x - 5)

2
 - 5(x

2
 + x - 5) + 3 

= 2(x
2
 + x - 5)

2
 - 2(x

2
 + x - 5) - 3(x

2
 + x - 5) + 3 

= [2(x
2
 + x - 5)

2
 - 2(x

2
 + x - 5)] - [3(x

2
 + x - 5) - 3] 

= 2(x
2
 + x - 5)[ (x

2
 + x - 5) - 1] - 3[(x

2
 + x - 5) - 1] 

= (x
2
 + x - 6)(2x

2
 + 2x - 13) = (x - 2)(x + 3)( 2x

2
 + 2x - 13) 

Chú ý: Ta có thể đặt ẩn phụ: y = x
2
 + x - 5. Khi đó A = 2y

2
 - 5y + 3 

Bài tập 8: Phân tích đa thức f(x) = 3x
2
 + 8x + 4 thành nhân tử. 

Hướng dẫn 

Phân tích ac = 12 = 3.4 = (–3).(–4) = 2.6 = (–2).(–6) = 1.12 = (–1).(–12)

Tích của hai thừa số có tổng bằng b = 8 là tích a.c = 2.6 (a.c = ai.ci). 

Tách 8x = 2x + 6x (bx = aix + cix) 

Giải 

Cách 1: Tách hạng tử bx. 

3x
2
 + 8x + 4 = 3x

2
 + 2x + 6x + 4 = (3x

2
 + 2x) + (6x + 4) 

= x(3x + 2) + 2(3x + 2)

= (x + 2)(3x +2) 

Cách 2 (tách hạng tử bậc hai ax
2
)

Làm xuất hiện hiệu hai bình phương: 

    f(x)  = (4x
2
 + 8x + 4) – x

2
 = (2x + 2)

2
 – x

2
 = (2x + 2 – x)(2x + 2 + x) 

       = (x + 2)(3x + 2) 

Tách thành 4 số hạng rồi nhóm : 

f(x) = 4x
2
 – x

2
 + 8x + 4 = (4x

2
 + 8x) – ( x

2
 – 4) = 4x(x + 2) – (x – 2)(x + 2) 

       = (x + 2)(3x + 2) 

f(x) = (12x
2
 + 8x) – (9x

2
 – 4) = … = (x + 2)(3x + 2) 

Cách 3 (tách hạng tử tự do "c") 

Tách thành 4 số hạng rồi nhóm thành hai nhóm: 

f(x) = 3x
2
 + 8x + 16 – 12 = (3x

2
 – 12) + (8x + 16) = … = (x + 2)(3x + 2)

Cách 4 (tách 2 số hạng, 3 số hạng) 

f(x) = (3x
2
 + 12x + 12) – (4x + 8) = 3(x + 2)

2
 – 4(x + 2) = (x + 2)(3x – 2)

f(x) = (x
2
 + 4x + 4) + (2x

2
 + 4x) = … = (x + 2)(3x + 2) 

Cách 5 (nhẩm nghiệm) 

Chú ý: Nếu f(x) = ax
2
 + bx + c có dạng A

2
 ± 2AB + C thì ta tách như sau: 

f(x) = A
2
 ± 2AB + B

2
 – B

2
 + C = (A ± B)

2
 – (B

2
 – C)

Bài tập 9: Phân tích đa thức f(x) = 4x
2
 - 4x - 3 thành nhân tử. 

Hướng dẫn 

Ta thấy 4x
2
 - 4x = (2x)

2
 - 2.2x. Từ đó ta cần thêm và bớt 1

2
 = 1 để xuất hiện hằng đẳng thức. 

Giải 

f(x) = (4x
2
 – 4x + 1) – 4 = (2x – 1)

2
 – 2

2
 = (2x – 3)(2x + 1) 

Bài tập 10: Phân tích đa thức f(x) = 9x
2
 + 12x – 5 thành nhân tử. 

Giải 

Cách 1: f(x)  = 9x
2
 – 3x + 15x – 5 = (9x

2
 – 3x) + (15x – 5)  

= 3x(3x –1) + 5(3x – 1)

= (3x – 1)(3x + 5) 

Cách 2: f(x)  = (9x
2
 + 12x + 4) – 9 = (3x + 2)

2
 – 3

2
 = (3x – 1)(3x + 5)

Bài tập 11: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: 2x
2
 - 5xy + 2y

2
. 

Giải 

  Phân tich đa thưc này tương tư ̣như phân tich đa thưc : f(x) = ax
2
 + bx + c.

Ta tach haṇg tử thứ 2 : 

2x
2
 - 5xy + 2y

2
 = (2x

2
 - 4xy) - (xy - 2y

2
) = 2x(x - 2y) - y(x - 2y). 

b) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức x
2
 - 5x + 6 thành nhân tử. 

Bài tập 2: Phân tích đa thức 3x
2
 - 16x + 5 thành nhân tử. 
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Bài tập 3: Phân tích đa thức 8x
2
 + 30x + 7 thành nhân tử. 

Bài tập 4: Phân tích đa thức 6x
2
 - 7x - 20 thành nhân tử. 

Bài tập 5: Phân tích đa thức x
3
 - 5x

2
 + 8x - 4 thành nhân tử. 

5. Phƣơng pháp phối hợp nhiều phƣơng pháp 

Phương pháp: 

 Là sự kết hợp giữa các phương pháp nhóm nhiều hạng tử, đặt nhân tử chung, dùng hằng đẳng 

thức, tách hạng tử. 

 Biết kỹ thuật nhận biết dạng đề để biết cách áp dụng phương pháp nào.  

a) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức  x
4
  – 9x

3
 + x

2
 – 9x  thành nhân tử. 

 Giải       

   x
4
 – 9x

3
 + x

2
 – 9x  = x(x

3
 – 9x

2
  + x – 9)     

= x[(x
3
 – 9x

2
 ) + (x – 9)]    

= x[x
2
 (x – 9) + 1.(x – 9)] 

= x(x – 9)(x
2
 + 1) 

Bài tập 2: Phân tích đa thức A = (x + y + z)
3
 – x

3
 – y

3
 – z

3
 thành nhân tử. 

 Giải 

    A  = (x + y + z)
3
 – x

3
 – y

3
 – z

3
  = [(x + y) + z]

3
 – x

3
 – y

3
 – z

3 

         = (x + y)
3
 + z

3
 + 3z(x + y)(x + y + z) – x

3
 – y

3
 – z

3
  

         = [(x + y)
3
 – x

3
 – y

3
 ] + 3z(x + y)(x + y + z) 

         = 3xy(x + y) + 3(x + y)(xz + yz + z
2
 )  

         = 3(x + y)( xy + xz + yz + z
2
) 

         = 3(x + y)(y + z)(x + z) 

Bài tập 3: Phân tích đa thức A = (a - b)
3
 + (b - c)

3
 + (c - a)

3
 thành nhân tử: 

 Giải 

Chú ý: Nếu: m + n + p = 0 thì m
3
 + n

3
 + p

3
 = 3mnp. 

Nhận thấy: (a - b) + (b - c) + (c - a) = 0 nên ta có ngay: 

A = (a - b)
3
 + (b - c)

3
 + (c - a)

3
 = 3(a - b)(b - c)(c - a). 

Bài tập 4: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử : 3xy
2
 – 12xy + 12x  

 Giải 

3xy
2
 – 12xy + 12x = 3x(y

2
 – 4y + 4) = 3x(y – 2)

2
 

Bài tập 5: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử : 

3x
3
y – 6x

2
y – 3xy

3
  – 6axy

2
 – 3a

2
xy + 3xy  = 3xy(x

2
 – 2y – y

2
 – 2ay – a

2
 + 1) 

      = 3xy[( x
2
 – 2x + 1) – (y

2
 + 2ay + a

2
)] 

      = 3xy[(x – 1)
2
 – (y + a)

2
] 

      = 3xy[(x – 1) – (y + a)][(x – 1) + (y + a)] 

      = 3xy( x –1 – y – a)(x – 1 + y + a) 

b) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức x
3
 + 6x

2
 + 9x thành nhân tử. 

Bài tập 2: Phân tích đa thức A = 2x
2
 - 3xy + y

2
 - x - 1 thành nhân tử: 

Bài tập 3: Phân tích đa thức A = 8x
4
 - 2x

3
 - 3x

2
 - 2x - 1 thành nhân tử. 

6. Phƣơng pháp thêm và bớt một cùng một hạng tử: 

Phương pháp: 

  Phương pháp thêm và bớt cùng một hạng tử nhằm sử dụng phương pháp nhóm để xuất hiện 

dạng đặt nhân tử chung hoặc dạng hằng đẳng thức. 

  Đối với phương pháp này muốn nắm chắc thì cách tốt nhất là làm thật nhiều bài tập, chứ không 

có dạng tổng quát.  

  Lưu ý: Đối với toán phân tích đa thức thành nhân tử "giảm dần số mũ của lũy thừa": 

x
3m+2

 + x
3m+1

 + 1 thì đều chứa nhân tử x
2
 + x + 1. 

  Do đó khi phân tích thì phải chú ý làm xuất hiện dạng x
2
 + x + 1 và các dấu "+" có thể thay 

bằng dấu "-". 

a) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức x
4
 + x

2
 + 1 thành nhân tử. 

Phân tích:  

Tách x
2
 thành 2x

2 
– x

2
 : (làm xuất hiện hằng đẳng thức) 

Ta có x
4
 + x

2
 + 1 = x

4
 + 2x

2
 + 1 – x

2
  = (x

4
 + 2x

2
 + 1) – x

2
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́ ́

́

Thêm x và bớt x: (làm xuất hiện hằng đẳng thức và đặt nhân tử chung)

Ta có x
4
 + x

2
 + 1 = x

4
 – x + x

2
 + x + 1 = (x

4
 – x) + (x

2
 + x + 1)  

Giải 

   x
4
 + x

2
 + 1  = x

4
 – x + x

2
 + x + 1  

= (x
4
 – x) + (x

2
 + x + 1) 

= x(x – 1)(x
2
 + x + 1) + (x

2
 + x + 1) 

= (x
2
 + x + 1)(x

2
 – x + 1) 

Bài tập 2: Phân tích đa thức x
5
 + x

4
 + 1 thành nhân tử. 

Cách 1: Thêm x
3
 và bớt x

3 
(làm xuất hiện hằng đẳng thức và đặt nhân tử chung) 

Giải 

   x
5
 + x

4
 + 1  = x

5
 + x

4
 + x

3
 – x

3
 + 1 

= (x
5
 + x

4
 + x

3
 )+ (1 – x

3
 ) 

= x
3
(x

2
+ x + 1)+ (1 – x )(x

2
+ x + 1) 

= (x
2
+ x + 1)(x

3
 – x + 1 ) 

Cách 2:   Thêm  x
3
, x

2
, x  và bớt  x

3
, x

2
, x    (làm xuất hiện đặt nhân tử chung) 

Giải 

   x
5
 + x

4
 + 1  = x

5
 + x

4
 + x

3
 – x

3
 + x

2
 – x

2
 + x – x + 1 

= (x
5
 + x

4
 + x

3
) + (– x

3
 – x

2
 – x ) + (x

2
 + x + 1) 

= x
3
(x

2
 + x + 1) – x(x

2
 + x + 1) + (x

2
 + x + 1) 

= (x
2
 + x + 1)(x

3
 – x + 1 ) 

Chú ý: Các đa thức có dạng x
4
 + x

2
 + 1, x

5
 + x + 1, x

5
 + x

4
 + 1, x

7
 + x

5
 + 1,….; tổng quát những 

đa thức dạng x
3m+2

 + x
3n+1

 + 1 hoặc  x
3
 – 1, x

6
 – 1 đều có chứa nhân tử x

2
 + x + 1. 

Bài tập 3: Phân tích đa thức  x
4
 + 4  thành nhân tử.  

Gợi ý:  Thêm  2x
2
  và bớt  2x

2 
: (làm xuất hiện hằng đẳng thức) 

Giải 

x
4
 + 4 = x

4
 + 4x

2
 + 4  – 4x

2
 = (x

2
 + 2)

2
 – (2x)

2
 = (x

2
 + 2 – 2x)( x

2
 + 2 + 2x) 

Bài tập 4: Phân tích đa thức x
4
 + 16 thành nhân tử. 

Giải 

Cách 1: x
4
 + 4 = (x

4
 + 4x

2
 + 4) – 4x

2
  

   = (x
2
 + 2)

2
 – (2x)

2
 = (x

2
 – 2x + 2)(x

2
 + 2x + 2)

Cách 2: x
4
 + 4 = (x

4
 + 2x

3
 + 2x

2
) – (2x

3
 + 4x

2
 + 4x) + (2x

2
 + 4x + 4) 

                       = (x
2
 – 2x + 2)(x

2
 + 2x + 2) 

Bài tập 5: Phân tich đa thưc x
5
 + x - 1 thành nhân tử 

Giải 

Cách 1: x
5
 + x - 1 = x

5
 - x

4
 + x

3
 + x

4
 - x

3
 + x

2
 - x

2
 + x - 1 

= x
3
(x

2
 - x + 1) - x

2
(x

2
 - x + 1) - (x

2
 - x + 1)

= (x
2
 - x + 1)(x

3
 - x

2
 - 1). 

Cách 2: Thêm và bớt x
2
: 

x
5
 + x - 1 = x

5
 + x

2
 - x

2
 + x - 1 = x

2
(x

3
 + 1) - (x

2
 - x + 1) 

    = (x
2
 - x + 1)[x

2
(x + 1) - 1] = (x

2
 - x + 1)(x

3
 - x

2
 - 1).

Bài tập 6: Phân tích đa thưc x
7
 + x + 1 thành nhân tử. 

Giải 

x
7
 + x

2
 + 1 = x

7
 – x + x

2
 + x + 1 = x(x

6
 – 1) + (x

2
 + x + 1) 

                  = x(x
3
 – 1)(x

3
 + 1) + (x

2
+ x + 1)                    

      = x(x
3
 + 1)(x - 1)(x

2
 + x + 1) + ( x

2
 + x + 1) 

                  = (x
2
 + x + 1)(x

5
 - x

4
 – x

2
  - x + 1)

Lưu ý:  

Các đa thức dạng  x
3m + 1

 + x
3n + 2

 + 1 như x
7
 + x

2
 + 1, x

4
 + x

5
 + 1 đều chứa nhân tử là x

2
 + x + 1.

Bài tập 7: Phân tích da thức 4x
4

+81 thành nhân tử. 

Giải 

Ta thêm và bớt vào đa thức 4x
4

+81 hạng tử 36x
2
ta có: 

4x
4

+81 = 4x
4
+36x

2
 +81 -36x

2
 = (2x

2
+9)

2
 – (6x)

2 
=      2 2

2x 6x 9 2x 6x 9

Nhận xét: Trong trường hợp này dùng cho đa thức có hai hạng tử.

Bài tập 8: Phân tích đa thức x
5
 + x -1 thành nhân tử. 

Giải 
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Ta thêm bớt x
4
, x

3
, x

2
 như sau: 

x
5
 + x - 1 = x

5
 + x

4
 +x

3
 + x

2
 - x

4
 - x

3
 - x

2
 + x - 1 

     = (x
5
 - x

4
 + x

3
) + (x

4
 - x

3 
+ x

2
) – (x

2
 - x + 1 ) 

     = x
3
(x

2
 - x + 1) + x

2
(x

2
 - x + 1) - (x

2
 - x + 1) 

     = (x
2
 - x + 1)(x

3
 + x

2
 - 1) 

Bài tập 9: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: A = a
10

 + a
5
 + 1 

 Giải 

A = (a
10

 + a
9
 + a

8
) + (a

7 
+ a

6
 + a

5
) + (a

5
 + a

4
 + a

3
) + (a

2
 + a + 1) - (a

9
 + a

8
 + a

7
) - (a

6
 + a

5
 + a

4
) - (a

3
 

+ a
2
 + a) 

    = a
8
(a

2
 + a + 1) + a

5
(a

2
 + a + 1) + a

3
(a

2
 + a + 1) - a

7
(a

2
 + a + 1) - a

4
(a

2
 + a + 1) - a(a

2
 + a + 1) 

b) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức A = x
7
 + x

2
 + 1 thành nhân tử. 

Bài tập 2: Phân tích đa thức A = x
5
 + x

4
 + 1 thành nhân tử. 

Bài tập 3: Phân tích đa thức A = x
7
 + x

5
 + 1 thành nhân tử. 

Bài tập 4: Phân tích đa thức A = x
8
 + x

7
 + 1 thành nhân tử. 

Bài tập 5: Phân tích đa thức A = x
5
 + x

1
 - 1 thành nhân tử. 

7. Phƣơng pháp đổi biến số (đặt ẩn số phụ): 

Phương pháp: 

 Phương pháp này thường dùng để đưa một đa thức bậc cao về đa thức có bậc thấp hơn. Phương 

pháp này không có công thức tổng quát. 

 Trong phương pháp này, có trường hợp đặc biệt khi phân tích: Phân tích đa thức đối xứng thành 

nhân tử. 

Lưu ý: 

Cách giải một số phương trình. 

Cần sử dụng thêm phương pháp thêm bớt hạng tử. 

Khi phân tích đa thức đối xứng bậc chẵn thành nhân tử thì ta chia cho đa thức đó cho x
2
 (hay là 

đặt x
2
 làm nhân tử chung), nhóm hai hạng tử thích hợp rồi đặt ẩn phụ cho 

1
x

x
 . 

Các đa thức đối xứng bậc lẻ luôn có nghiệm là - 1.  

Phân tích đa thức đó thành hai nhân tử là (x + 1) và nhân tử thứ 2 là đa thức đối xứng bậc chẵn. 

Để phân tích hết đa thức thì phân tích đa thức thứ hai theo tổng quát đa thức đối xứng bậc chẵn. 

Phương pháp này dùng để đơn giản hơn các biểu thức và đưa biểu thức về dạng gọn hơn. 

a) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức A = x
4
 + 4x

3
 + 5x

2
 + 4x + 1 thành nhân tử. 

 Giải 

(Đây là đa thức đối xứng bậc chẵn) 

Nhận thấy x = 0 không là nghiệm của đa thức trên. Ta đặt x
2
 làm nhân tử chung. Khi đó: 

2 2

2

1 1
A = x x + + 4 x + + 5

x x

  
  
  

 

Đặt: y = 
1

x
x

  

2

2 2

2

2 2

2

1 1
y x x 2

x x

1
y 2 x

x

 
      

 

   

 

Lúc này:  

A = x
2
(y

2
 + 4y + 3) 

    = x
2
(y + 3)(y + 1) 

    =   2 2 21 1
x x 3 x 1 x 3x 1 x x 1

x x

  
          

  
 

Bài tập 2: Phân tích đa thức x
5
 + 5x

4
 + 2x

3
 + 2x

2
 + 5x + 1 thành nhân tử. 

HD: Đây là đa thức đối xứng bậc lẻ. Ta đặt nhân tử (x + 1) và nhân tử còn lại là đa thức bậc chẵn 

thì làm tương tự. 
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́

́ ́

́ ́

Bài tập 3: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: x(x + 4)(x + 6)(x + 10) + 128 

Giải 

Ta có: x(x + 4)(x + 6)(x + 10) + 128 = (x
2
 + 10x)(x

2
 + 10x + 24) + 128

Đặt x
2
 + 10x + 12 = y. 

Đa thưc đa ̃cho có daṇg: 

(y - 12)(y + 12) + 128 = y
2
 - 16  

= (y + 4)(y - 4) = (x
2
 + 10x + 16)(x

2
 + 10x + 8) 

                                  = (x + 2)(x + 8)(x
2
 + 10x + 8) 

Nhận xét: Nhờ phương pháp đổi biến ta đã đưa đa thức bậc 4 đối với x thành đa thức bậc 2 đối 

với y. 

Bài tập 4: Phân tich đa thưc sau thành nhân tử : A = x
4
 + 6x

3
 + 7x

2
 - 6x + 1. 

Giải 

Cách 1. Giả sử x ≠ 0. Ta viết đa thưc dươi da ṇg: 

2 2

2

1 1
A x x 6 x 7

x x

  
      

  

Đặt 2 2

2

1 1
x y x y 2

x x
      . 

Do đó: 

A = x
2
(y

2
 + 2 + 6y + 7) = x

2
(y + 3)

2
 = (xy + 3x)

2
 

    =  
2

2
21

x x 3x x 3x 1
x

  
      

  
= (x

2
 + 3x - 1)

2
. 

́ ̃ ́ ́Dạng phân tich này cung đung vơi x = 0. 

Cách 2. A = x
4
 + 6x

3
 - 2x

2
 + 9x

2
 - 6x + 1 = x

4
 + (6x

3
 -2x

2
) + (9x

2
 - 6x + 1) 

                = x
4
 + 2x

2
(3x - 1) + (3x - 1)

2
 = (x

2
 + 3x - 1)

2
. 

b) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: x(x + 4)(x + 6)(x + 10) + 128 

Bài tập 2: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: (x
2
 + 4x + 8)

2
 + 3x(x

2
 + 4x + 8) + 2x

2
 

Bài tập 3: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: (x
2
 + x)

2
 + 4x

2
 + 4x - 12  

Bài tập 4: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: x
2
 + 2xy + y

2
 + 2x + 2y - 15  

Bài tập 5: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: (x
2
 + y

2
 + z

2
)(x + y + z)

2
 + (xy + yz + zx)

2
 

8. Phƣơng pháp xét giá trị riêng: 

Phương pháp: 

Trước hết ta xác định dạng các thừa số chứa biến của đa thức, rồi gán cho các biến các giá trị cụ 

thể để xác định thừa số còn lại. 

Đối với các bài toán dạng này thì ta luôn nhận biết sự giống nhau về vài trò của các biến trong 

biểu thức. 

Cách giải thường dùng là sử dụng phương pháp lý luận vài trò của một biến so với các biến còn 

lại. 

a) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1:  Phân tích đa thức sau thành nhân tử: P = x
2
 (y - x) + y

2
(z - x) + z

2
(x - y) 

Giải 

Giả sử thay x bởi y thì P = y
2
(y - z) + y

2
(z - y) = 0 

Như vậy P chứa thừa số x - y.  

Ta lại thấy nếu thay x bởi y, thay y bởi z, thay z bởi x thì P không đổi (ta nói đa thức P có thể 

hoán vị vòng quanh bởi các biến x, y, z. Do đó nếu P đã chứa thừa số x - y thì cũng chứa thừa số 

y - z, z - x.  

Vậy P phải có dạng: P = k(x - y)(y - z)(z - x).  

Ta thấy k phải là hằng số (không chứa biến) vì P có bậc 3 đối với tập hợp các biến x, y, z còn tích 

(x - y)(y - z)(z - x) cũng có bậc ba đối với tập hợp các biến x, y, z. Vì đẳng thức: 

x
2
 (y - x) + y

2
(z - x) + z

2
(x - y) = k(x - y)(y - z)(z - x).

đúng với mọi x, y, z nên ta gán cho các biến x, y, z các giá trị riêng. 

Chẳng hạn x = 2, y = 1, z = 0. 

Ta được k = - 1. 

b) Bài tập tự luyện: 
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Bài tập 1: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: 

Q =a(b + c - a
2
)

2
 + b(c + a - b)

2
 + c(a + b - c)

2
 + (a + b - c)(b + c - a)(c + a - b) 

Bài tập 2: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: 

M = a(m - a)
2
 + b(m - b)

2
 + c(m - c)

2
 - abc, với 2m = a + b + c. 

Bài tập 3: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: 

A = (a + b + c)(ab + bc + ca) - abc 

B = a(a + 2b)
3
 - b(2a + b)

3
. 

C = ab(a + b) - bc (b + c) + ac(a - c) 

D = (a + b)(a
2
 - b

2
) + (b + c)(b

2
 - c

2
) + (c + a)(c

2
 - a

2
) 

E = a
3
(c - b

2
) + b

3
(a - c

2
) + c

3
(b - a

2
) + abc(abc - 1) 

F = a(b - c)
3
 + b(c - a)

3
 + c(a - b)

3
 

G = a
2
b

2
(a - b) + b

2
c

2
(b - c) + a

2
c

2
(c - a) 

H = a
4
(b - c) + b

4
(c - a) + c

4
(a - b)  

9. Phƣơng pháp dùng hệ số bất định: 

Phương pháp: 

 Giả sử đa thức f(x) = ax
2
 + bx + c có nghiệm m, n thì đa thức sẽ được viết lại: 

f(x) = ax
2
 + bx + c = a(x - m)(x - n) 

Sau đó đồng nhất hệ số cả hai vế của phương trình, tức là giải hệ phương trình hoặc nhẩm để tìm 

hệ số thì ta sẽ tìm được các hệ số m, n.  

a) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: A = 3x
2
 + 4x + 1 

 Giải 

Giả sử a và b là hai nghiệm của đa thức trên. Khi đó, ta viết lại như sau: 

     3x
2
 + 4x + 1 = 3(x - a)(x - b) 

 3x
2
 + 4x + 1 = 3x

2
 + x(-3b - 3a) + 3ab 

Đồng nhất hệ số ta được: 

4
a 1a b

3a 3b 4 3
1

1 3ab 1 b
ab 3

3


        

   
     

 

Vậy A = 3x
2
 + 4x + 1 =     

1
3 x 1 x x 1 3x 1

3

 
     

 
. 

Bài tập 2: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: x
4
 + 6x

3
 + 7x

2
 + 6x + 1 

 Giải 

  Nhận thấy đa thức trên không có nghiệm hữu tỷ. Do đó ta sẽ phân tích đa thức trên thành tích 

của hai đa thức bậc hai. 

 x
4
 + 6x

3
 + 7x

2
 + 6x + 1 = (x

2
 + ax + 1)(x

2
 + cx + 1) 

Sử dụng phương pháp đồng nhất hệ số, ta có:  

 x
4
 + 6x

3
 + 7x

2
 + 6x + 1 = (x

2
 + x + 1)(x

2
 + 5x + 1) 

Bài tập 3: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: x
4
 - 3x

3
 - x

2
 - 7x + 2. 

 Giải 

Nhận thấy các số 1, 2 đều không là nghiệm của đa thức, nên C không có nghiệm hữu tỉ. Như 

vậy, nếu đa thức C phân tích được thành nhân tử thì phải có dạng.  

(x
2
 + ax + b)(x

2
 + cx + d) = x

4
 + (a + c)x

3
 + (ac + b + d)x

2
 + (ad + bc)x + bd. 

Đồng nhất các hệ số của đa thức này với đa thức đã cho, ta được hệ phương trình: 

   


   


  
 

a c 3

ac b d 1

ad bc 7

bd 2

 

Giải hệ này ta tìm được (a; b; c; d) = (1; 2; -4; 1).  

Vậy đa thức đã cho được phân tích thành: (x
2
 + x + 2)(x

2
 - 4x + 1). 

Đa thức này không phân tích thành nhân tử thêm được nữa. 

Bài tập 4: Phân tích đa thức sau thành nhân tử : x
4
 - 6x

3
 + 12x

2
 - 14x - 3 
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Giải 

́

́ ́ ̀

  Ta lần lượt thử các nghiệm ±1; ±3 không là nghiệm của đa thức , đa thức không có nghiệm 

nguyên cũng không có nghiệm hữu tỷ . Như vâỵ đa thức trên p hân tich được thành nhân tử thì

phải có dạng: 

(x
2
 + ax + b)(x

2
 + cx + d) = x

4
 +(a + c)x

3
 + (ac+b+d)x

2
 + (ad+bc)x + bd 

                                         = x
4
 - 6x

3
 + 12x

2
 - 14x + 3.

Đồng nhất các hệ số ta được: 

Xét bd = 3 vơi b, d  Z, b  {± 1, ± 3}. Vơi b = 3 thì d = 1, hê ̣điêu kiêṇ trên trở thành 

   



   

a c 6

ac 8

a 3c 14

 2c = -14 - (-6) = -8.  

Do đó c = -4, a = -2. 

Vậy x
4
 - 6x

3
 + 12x

2
 - 14x + 3 = (x

2
 - 2x + 3)(x

2
 - 4x + 1). 

b) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: 4x
4
 + 4x

3
 + 5x

2
 + 2x + 1 

Bài tập 2: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: 

C = 3x
2
 + 22xy + 11x + 37y + 7y

2
 + 10 

D = x
4
 - 7x

3
 + 14x

2
 - 7x + 1 

E = x
4
 - 8x + 63 

10. Phƣơng pháp nhẩm nghiệm (thêm): 

Phương pháp: 

Định lí:  

Nếu f(x) có nghiệm x = a thì f(a) = 0.  

Khi đó, f(x) có một nhân tử là x - a và f(x) có thể viết dưới dạng f(x) = (x - a).q(x)

Như vậy đa thức f(x) sẽ có nhân tử là (x - a). 

Lúc đó tách các số hạng của f(x) thành các nhóm, mỗi nhóm đều chứa nhân tử là x – a.

Lưu ý: 

Phương pháp này chỉ áp dụng nhiều cho đa thức có hệ số nguyên:

P(x) = anx
n
 + an-1x

n-1
 + ... + a1x + a0. 

Hệ quả 1: Nếu f(x) có  tổng các hệ số bằng 0 thì f(x) có một nghiệm là x = 1. Từ đó f(x) có một 

nhân tử là x – 1. 

Hệ quả 2: Nếu f(x) có tổng các hệ số của các luỹ thừa bậc chẵn bằng tổng các hệ số của các luỹ 

thừa bậc lẻ thì f(x) có một nghiệm x = –1. Từ đó f(x) có một nhân tử là  x + 1. 

Hệ quả 3: Nếu f(x) có nghiệm nguyên x = a và f(1) và f(–1) khác 0 thì 
 


f 1

a 1

và 
 



f 1

a 1

đều là số 

nguyên. 

Người ta đã chứng minh nghiệm của đa thức: 

P(x) = anx
n
 + an-1x

n-1
 + ... + a1x + a0. 

Là nghiệm của hạng tử tự do a0.  

Người ta cũng chứng minh được nghiệm của đa thức có dạng 
p

x
q

 , trong đó p là ước của a0 và 

q là ước của hạng tử cao nhất an. 

a) Bài tập áp dụng:  

Bài tập 1: Phân tích đa thức f(x) = x
3
 + x

2
 + 4 thành nhân tử. 

Giải 

Lần lượt kiểm tra với x = ± 1, ± 2,  4, ta thấy f(–2) = (–2)
3
 + (–2)

2
 + 4 = 0. Đa thức f(x) có một 

nghiệm x = –2, do đó nó chứa một nhân tử là x + 2. Từ đó, ta tách như sau 

Cách 1 : f(x) = x
3
 + 2x

2
 – x

2
 + 4 = (x

3
 + 2x

2
) – (x

2
 – 4) = x

2
(x + 2) – (x – 2)(x + 2) 

                    = (x + 2)(x
2
 – x + 2). 

Cách 2 : f(x) = (x
3
 + 8) + (x

2
 – 4) = (x + 2)(x

2
 – 2x + 4) + (x – 2)(x + 2) 

                    = (x + 2)(x
2
 – x + 2). 

Cách 3 : f(x) = (x
3
 + 4x

2
 + 4x) – (3x

2
 + 6x) + (2x + 4) 

                    = x(x + 2)
2
 – 3x(x + 2) + 2(x + 2) = (x + 2)(x

2
 – x + 2). 

Cách 4 : f(x) = (x
3
 – x

2
 + 2x) + (2x

2
 – 2x + 4) = x(x

2
 – x + 2) + 2(x

2
 – x + 2) 
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                    = (x + 2)(x
2
 – x + 2). 

Bài tập 2: Phân tích đa thức f(x) = 4x
3
 - 13x

2
 + 9x - 18 thành nhân tử. 

 Giải 

Các ước của 18 là ± 1, ± 2, ± 3, ± 6, ± 9, ± 18. 

f(1) = –18, f(–1) = – 44, nên ± 1 không phải là nghiệm của f(x). 

Dễ thấy  không là số nguyên nên –3, ± 6, ± 9, ± 18 không là nghiệm của f(x). Chỉ còn –2 và 3. 

Kiểm tra ta thấy 3 là nghiệm của f(x). Do đó, ta tách các hạng tử như sau: 

   f(x)  = 4x
3
 - 12x

2
 - x

2
 + 3x + 6x - 18  

 = 4x
2
(x - 3) - x(x - 3) + 6(x - 3)  

 =(x – 3)(4x
2
 – x + 6) 

Bài tập 3: Phân tích đa thức f(x) = 3x
3
 - 7x

2
 + 17x - 5 thành nhân tử. 

 Giải 

Các ước của –5 là ± 1, ± 5. Thử trực tiếp ta thấy các số này không là nghiệm của f(x). Như vậy 

f(x) không có nghiệm nghuyên. Xét các số 
1 5

;  
3 3

  , ta thấy 
1

3
 là nghiệm của đa thức. 

Do đó đa thức có một nhân tử là 3x – 1.  

Ta phân tích như sau: f(x) = (3x
3
 – x

2
) – (6x

2
 – 2x) + (15x – 5) = (3x – 1)(x

2
 – 2x + 5). 

Bài tập 4: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: x
3
 – 5x

2
 + 8x – 4. 

 Giải 

Nhận thấy đa thức có 1 + (–5) + 8 + (–4) = 0 nên x = 1 là một nghiệm của đa thức.  

Đa thức có một nhân tử là x – 1. Ta phân tích như sau : 

f(x) = (x
3
 – x

2
) – (4x

2
 – 4x) + (4x – 4) = x

2
(x – 1) – 4x(x – 1) + 4(x – 1) 

       = (x – 1)( x – 2)
2
 

Bài tập 5: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: x
3
 – 5x

2
 + 3x + 9. 

 Giải 

Nhận thấy, đa thức x
3
 – 5x

2
 + 3x + 9 có 1 + 3 = –5 + 9 nên x = –1 là một nghiệm của đa thức.  

Đa thức có một nhân tử là x + 1. Ta phân tích như sau : 

f(x) = (x
3
 + x

2
) – (6x

2
 + 6x) + (9x + 9) = x

2
(x + 1) – 6x(x + 1) + 9(x + 1) 

       = (x + 1)( x – 3)
2
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CHUYÊN ĐỀ 5 

TẬP XÁC ĐỊNH 

1) Kiến thức cơ bản: 

Bài toán: Cho biểu thức: y = f(x), với x là ẩn số. 

Định nghĩa: Tập xác định của hàm số là tập hợp những giá trị làm cho biểu thức có nghĩa. 

Kí hiệu: D = {x| f(x) có nghĩa (điều kiện)} 

2) Tập xác định của một số biểu thức: 

Biểu thức: 
 
 

f x
A =

g x
TXĐ: D = {x| g(x)  0} 

Biểu thức: A  =  f x TXĐ: D = {x| f(x) ≥ 0} 

Chú ý: Nếu  nA = f x thì  

Khi n là số lẻ,với mọi x đều thỏa mãn.

Khi n là số chẵn thì f(x) ≥ 0. 

Biểu thức: 
 

 

f x
A =

g x
có TXĐ: D = {x| g(x) > 0} 

Biểu thức: A = f(x) có TXĐ: D = R (với f(x) = anx
n
 + an-1x

n-1
 + ... + a1x + a0) 

3. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Tìm tập xác định của biểu thức sau:  

y = 3x
2
 + 2x + 1 

Giải 
Điều kiện xác định D = R.  

Bài tập 2: Tìm tập xác định của biểu thức:  

y = 3x
2
 + x - 1 + 

1 - x

x + 2
Giải 

Điều kiện xác định:    D = x | x + 2 0 = x | x -2 

Bài tập 3: Tìm tập xác định của biểu thức:  

y = x - 3 - x - 1

Giải 

Điều kiện xác định: 
x - 3 0 x 3

x 3
x -1 0 x 1

  
   

  

Bài tập 4: Tìm điều kiện xác định của biểu thức:  

1 3
A = -

x - 2 x x + 2

Giải 

Điều kiện xác định: 

x - 2 > 0 x > 2

x 0 x 0 x > 2

x + 2 > 0 x > -2

 
 

    
 
 

Bài tập 5: Tìm tập xác định của biểu thức:  

a a
T = a + ab

b b

 
  
 

Giải 

Điều kiện xác định: 
b 0 a < 0, b < 0

ab > 0 a > 0, b > 0

 
 

 
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4. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Tìm tập xác định của biểu thức:  

x 1 x - x x + x
B = - -

2 2 x x +1 x -1

  
    
  

 

Bài tập 2: Tìm tập xác định của biểu thức:  

3x + 3
P =

x + x + x +13 2
 

Bài tập 3: Tìm tập xác định của biểu thức:  

P = x - 2x + 1 + x - 6x + 9
2 2

 

Bài tập 4: Tìm tập xác định của biểu thức: 

x + 2 x + 2 x + 1
P = - +

x -1x - 2 x + 1
 

Bài tập 5: Tìm tập xác định của biểu thức: 

x -1 x +1 1
P = - .

x - 2 x - 3x + 4 x + 4

 
  
 
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CHUYÊN ĐỀ 6

RÚT GỌN BIỂU THỨC 

1. Kiến thức cơ bản: 

Dạng khai triển của một số biểu thức: 

  a - b = a + b a - b , với a, b ≥ 0. 

  3 32 23 3 3a + b = a b a - ab + b+

  3 32 23 3 3a - b a - b a + ab + b=

a a a ,   3 với a 0

a a ,   2 với a 0

Chú ý: Trước khi rút gọn phải tìm điều kiện xác định của biểu thức (nếu có).  

2 2A + A - B A - A - B
+ = A + B

2 2

 

 

 

 

 

2

2

22

1 1 1
= -

n n +1 n n +1

1
= n +1 - n

n + n +1

k +11
1+ =

k + 2k k k + 2

1 1 1
= -

n +1 n + n n +1 n n +1

1 1 1 1
1+ + = 1+ -

n n n +1n +1

2) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Rút gọn biểu thức: 

A = (a + 3)(a - 3)(a
2
 + 6a + 9)( a

2
 - 6a + 9) 

Giải 

A = (a
2
 - 9)(a + 3)

2
(a - 3)

2
 = (a

2
 - 9)

3
 = a

6
 - 27a

4
 + 243a

2
 - 729 

Lưu ý: Bài toán này được đưa về dạng hằng đẳng thức. 

Bài tập 2: Rút gọn biểu thức sau:  

  5 3 + 50 5 - 24 1 1
A = - - +1

75 - 5 2 5 - 2 5 + 2

 
 
 

Giải 

  

  
 

5 3 + 5 2 5 - 2 6 1 1
A = - - +1

5 3 - 5 2 5 - 2 5 + 2

5 3 + 2 5 - 2 6 5 + 2 - 5 + 2
   = - -1

35 3 - 2

 
 
 
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  
 

     

 

2

2 2

5 3 + 2 3 - 2 2 2
  = - -1

35 3 - 2

5 3 - 2 3 - 2
2 2

  = - -1
35 3 - 2

2 2
   = -

3

 
 
 

 

Lưu ý: Bài toán này sử dụng phương pháp đưa thừa số ra ngoài dấu căn và hằng đẳng thức a
2 

- 

b
2
. 

Bài tập 3: Rút gọn biểu thức sau:  
19 3 9 4

9 10 10

2 .27 +15.4 .9
M =

6 .2 +12
 

(Đề thi HSG miền Bắc năm 1997) 

 Giải 

 
 

18 919 9 18 8 19 9 18 9

9 9 10 10 10 19 9 20 10 18 9

2 .3 2 + 52 .3 + 5.3.2 .3 2 .3 + 5.2 .3 1
M = = = =

2 .3 .2 + 4 .3 2 .3 + 2 .3 2 .3 .2 1+ 2.3 2
 

Lưu ý: Bài toán này sử dụng phương pháp đưa về dạng chung của lũy thừa ở tử và mẫu. 

Bài tập 4: Rút gọn biểu thức sau:  

 6 4

4 2 3 2

8x - 27 y -1
A = :

4x + 6x + 9 y + y + y +1
 

 Giải 

    

  
 

3
2 3 3 2

4 2 3 2

2 4 2 2

4 2

2x - 3 y -1 y + y + y +1
A = :

4x + 6x + 9 y + y + y +1

2x - 3 4x + 6x + 9 2x - 3
   = : y -1 =

4x + 6x + 9 y -1

 

Lưu ý: Bài toán này được đưa về dạng hằng đẳng thức. 

Bài tập 5: Rút gọn biểu thức sau:  

3 3
1+ 1-

2 2A = +
3 3

1+ 1+ 1- 1-
2 2

 

 Giải 

Ta có: 

 
2

3 +13 4 + 2 3
1+ = =

2 4 4
 

 
2

3 -13 4 - 2 3
1- = =

2 4 4
 

Do đó, ta có:  

   

2 2

3 +1 3 -1

2 2 3 +1 3 -1
A = + = + = 1

2 3 2 33 +1 3 3 -1 3

2 2

   
      
     

Lưu ý: Nhận biết bài toán này là dạng 
2A = A  xuất hiện ở mẫu. 

Bài tập 6: Rút gọn biểu thức sau:  



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 26  

  A = 4 + 15 10 - 6 4 - 15

Giải 

       
2

A = 10 - 6 4 + 15 4 - 15 = 10 - 6 4 + 15

Vì  10 - 6 = 2 5 - 3 > 0 nên ta có: 

      
2

A = 2 5 - 3 4 + 15 = 2 8 - 2 15 4 + 15 = 4 = 2

Lưu ý: Bài toán này được đưa về dạng đúng của hằng đẳng thức.

Bài tập 7: Rút gọn biểu thức sau:  

 19 18 2 20A = 1978 1979 +1979 + ... +1979 +1980 -1979 +1

Giải 

  

 

19 18 2 20

20 20

20 20

A = 1979 -1 1979 +1979 + ... +1979 +1980 -1979 +1

    = 1979 -1 -1979 +1

    = 1979 -1+1979 +1 = 0
Lưu ý: Bài toán này được đưa về dạng đúng của hằng đẳng thức nâng cao: a

n
 - b

n
. 

Bài tập 8: Rút gọn biểu thức sau:  

2 x - 9 x + 3 2 x +1
A = - -

x - 5 x + 6 x - 2 3 - x

Giải 

Điều kiện xác định: x 0, x 4; x 9.   Ta có: 

Mẫu thức chung là:   x - 5 x + 6 = x - 2 x - 3

    
     

  
  

2 x - 9 - x - 9 + 2 x -1 x - 2 x - x - 2
A = =

x - 2 x - 3 x - 2 x - 3

x +1 x - 2 x +1
   = =

x - 3x - 3 x - 2

Lưu ý: Nhân biết dạng bài toán này là phải quy đồng tìm mẫu thức chung. Sau đó tìm nhân tử 

chung của tử và mẫu. 

Bài tập 9: Rút gọn biểu thức sau:  

1 1 1 1
A = + : -

x +1 x -1 x -1 x +1

   
   
   

Giải

Điều kiện: x > 1.  

 

2 2

2

2

x +1 + x -1 x +1 - x -1
A = :

x -1 x -1

x +1 + x -1x +1 + x -1
   = =

x +1- x +1x +1 - x -1

   = x + x -1

   
      
   

Lưu ý: Bài toán này sử dụng cách quy đồng và rút gọn nhân tử chung (giống nhau) của tử và 

mẫu. 

Bài tập 10: Rút gọn biểu thức sau:  
2

3 2

2y + 5y + 2
A =

2y + 9y +12y + 4

(Đề thi HSG toàn quốc năm 1978) 
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 Giải 

Ta có tử thức:  

2y
2
 + 5y + 2 = (2y

2
 + 4y) + (y + 2) = 2y(y + 2) + (y + 2) 

          = (y + 2)(2y + 1) 

Ta có mẫu thức:  

2y
3
 + 9y

2
 + 12y + 4 = (2y

3
 + 4y

2
) + (5y

2
 + 10y) + (2y + 4) 

            = 2y
2
(y + 2) + 5y(y + 2) + 2(y + 2) 

            = (y + 2)(2y
2
 + 5y + 2) = (y + 2)

2
(2y + 1) 

Vì 2y
2
 + 5y + 2 = (y + 2)(2y + 1) 

Do đó điều kiện bài toán là: 
1

y -2; y -
2

   

Suy ra: 
  

   
2

y + 2 2y +1 1
A = =

y + 2y + 2 2y +1
 

Lưu ý: Bài toán này không thể đưa hằng đẳng thức mà cần phải phân tích tử và mẫu thức xuất 

hiện nhân tử chung. 

Bài tập 11: Rút gọn biểu thức sau:  

A = 2 + 3. 2 + 2 + 3 . 2 + 2 + 2 + 3 . 2 - 2 + 2 + 3  

 Giải 
Ta có: 

 2 + 2 + 2 + 3 . 2 - 2 + 2 + 3 = 4 - 2 + 2 + 3 = 2 - 2 + 3  

 2 + 2 + 3 . 2 - 2 + 3 = 4 - 2 + 3 = 2 - 3  

A = 2 + 3. 2 - 3 = 1  

Lưu ý: Bài toán này được hiểu là "căn chồng căn" thì ta phải giải quyết 2A = A  từ trong ra 

ngoài để giảm dần bậc của căn thức. 

Bài tập 12: Rút gọn biểu thức sau:  

1 x x
A = + :

x x +1 x + x

 
  
 

 

 Giải 
Điều kiện: x > 0. 

 
   

x +1+ x x x +1+ x
A = : =

xx x +1 x x +1
 

Lưu ý: Bài toán này nhận biết được ngày là phải quy đồng và tìm nhân tử chung của tử và mẫu. 

Bài tập 13: Rút gọn biểu thức sau:  

4 - 2 3
A =

6 - 2
 

 Giải 

 
   

2

3 -14 - 2 3 3 -1 2
A = = =

26 - 2 2 3 -1 2 3 -1
  

Lưu ý: Bài toán này được đưa về dạng hằng đẳng thức và 
2A = A  sao cho xuất hiện nhân tử 

giống nhau của tử và mẫu. 

Bài tập 14: Rút gọn biểu thức sau:  

 A = 3 2 + 6 6 - 3 3  

 Giải 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 28  

     
 

 
     

  

2

3 4 - 2 3
A = 6 3 +1 3 2 - 3 = 6 3 +1

2

3 3 -1 6 3 +1 3 3 -1
  = 6 3 +1 =

2 2

  = 3 3 +1 3 -1 = 6

Lưu ý: Nhận biết được dạng toán 2A = A và sau đó đưa về dạng hằng đẳng thức. 

Bài tập 15: Rút gọn biểu thức sau:  

a + b - 2 ab 1
A = :

a - b a + b

Giải 
Điều kiện: a > 0, b > 0, a ≠ b. 

     

  

2 2 2

a - 2 a . b + b a - b1 1
A = : = :

a - b a + b a - b a + b

   = a - b a + b = a - b

Bài tập 16: Rút gọn biểu thức sau: 






























1x

1x

1xx

1x

1xx

2x
:1P với 1x0 

Giải 






























1x

1x

1xx

1x

1xx

2x
:1P

























)1x)(1x(

1x

1xx

1x

)1xx)(1x(

2x
:1P























1x

1

1xx

1x

)1xx)(1x(

2x
:1P

























)1xx)(1x(

1xx

)1xx)(1x(

)1x)(1x(

)1xx)(1x(

2x
:1P

)1xx)(1x(

)1xx()1x(2x
:1P






)1xx)(1x(

xx
:1P






)1xx)(1x(

)1x.(x
:1P






1xx

x
:1P




Suy ra: 
x

1xx
P




Lưu ý: Ta nhận biết ngay là sử dụng hằng đẳng thức a
2
 - b

2
 và (a - b)

2
. 

3) Bài tập tự luyện 

Bài tập1: Cho biểu thức:  

a + 2 5
P = - +

a + 3 a + a - 6

1

2 - a



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 29  

a) Rút gọn P 

b) Tìm giá trị của a để P < 1 

Bài tập 2: Cho biểu thức:  

P = 
x x + 3 x + 2 x + 2

1- : + +
x +1 x - 2 3 - x x - 5 x + 6

   
      
   

 

a) Rút gọn P 

b)Tìm giá trị của x để P < 0. 

Bài tập 3: Cho biểu thức:  

P = 
x -1 1 8 x 3 x - 2

- + : 1-
9x -13 x -1 3 x +1 3 x +1

   
      
   

 

a) Rút gọn P 

b) Tìm các giá trị của x để P = 
5

6
 

Bài tập 4: Cho biểu thức:  

P = 
a 1 2 a

1+ : -
a +1 a -1 a a + a - a -1

   
      
   

 

a) Rút gọn P 

b) Tìm giá trị của a để P < 1 

c) Tìm giá trị của P nếu a = 19 -8 3  

Bài tập 5: Cho biểu thức:  

P=
2 3 3a (1- a) 1- a 1+ a

: + a . - a
1+ a 1- a 1+ a

    
    
        

 

a) Rút gọn P 

b) Xét dấu của biểu thức M = a.
1

P -
2

 
 
 

 

Bài tập 6: Cho biểu thức:  

P = 
x +1 2x + x x +1 2x + x

+ -1 : 1+ -
2x +1 2x -1 2x +1 2x -1

   
      
   

 

a) Rút gọn P 

b) Tính giá trị của P khi x  1
= 3 + 2 2

2
 

Bài tập 7: Cho biểu thức:  

P = 
2 x 1 x

- : 1+
x +1x x + x - x -1 x -1

   
      
   

 

a) Rút gọn P 

b) Tìm x để P0 

Bài tập 8: Cho biểu thức:  

P=
3

3

2a +1 a 1+ a
- . - a

a + a +1 1+ aa

  
     

   

 

a) Rút gọn P 

b) Xét dấu của biểu thức P 1- a  

Bài tập 9: Cho biểu thức:  

P = 
1- a a 1+ a a

+ a . - a
1- a 1+ a

   
      
   

 

a) Rút gọn P 

b) Tìm a để P < 7 - 4 3  



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 30  

Bài tập 10: Cho biểu thức: 

P = 
2 x x 3x + 3 2 x - 2

+ - : -1
x - 9x + 3 x - 3 x - 3

   
      
   

a) Rút gọn P 

b) Tìm x để P < 
1

2
c) Tìm giá trị nhỏ nhất của P 

Bài tập 11: Cho biểu thức:  

P = 
x - 3 x 9 - x x - 3 x - 2

-1 : - -
x - 9 x + x - 6 2 - x x + 3

   
      
   

a) Rút gọn P 

b) Tìm giá trị của x để P < 1 

Bài tập 12: Cho biểu thức:  

P = 
15 x -11 3 x - 2 2 x + 3

+ -
x + 2 x - 3 1- x x + 3

a) Rút gọn P 

b) Tìm các giá trị của x để P = 
1

2

c) Chứng minh P 
2

3


Bài tập 13: Cho biểu thức:  

P=
2

2

2 x x m
+ -

4x - 4mx + m x - m
, (với m > 0) 

a) Rút gọn P 

b) Tính x theo m để P = 0. 

c) Xác định các giá trị của m để giá trị x tìm được ở câu b thoả mãn điều kiện x > 1. 

Bài tập 14: Cho biểu thức:  

P =
2a + a 2a + a

- +1
a - a +1 a

a) Rút gọn P 

b) Biết a >1 Hãy so sánh P với |P|.  

c) Tìm a để P = 2 

d) Tìm giá trị nhỏ nhất của P. 

Bài tập 15: Cho biểu thức:  

P = 
a +1 ab + a a +1 ab + a

+ -1 : - +1
ab +1 ab -1 ab +1 ab -1

   
      
   

a) Rút gọn P 

b) Tính giá trị của P nếu a = 2 - 3 và b = 
3 -1

1+ 3

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của P nếu a + b = 4

Bài tập 16: Cho biểu thức:  

P = 
a a -1 a a +1 1 a +1 a -1

- + a - +
a - a a + a a a -1 a +1

  
   

  

a) Rút gọn P 

b) Với giá trị nào của a thì P = 7 

c) Với giá trị nào của a thì P > 6

Bài tập 17: Cho biểu thức:  



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 31  

P =
 

2

a - b + 4 ab a b - b a
.

a + b ab
 

a) Tìm điều kiện để P có nghĩa. 

b) Rút gọn P 

c) Tính giá trị của P khi a = 2 3  và b = 3  

Bài tập 18: Cho biểu thức:  

P = 
2a + a -1 2a a - a + a a - a

1+ -
1- a 1- a a 2 a -1

 
  
 

 

a) Rút gọn P 

b) Cho P =
6

1+ 6
 tìm giá trị của a 

c) Chứng minh rằng P > 
2

3
 

Bài tập 19: Cho biểu thức:  

P =
   a -1 . a - b3 a 3a 1

- + :
a + ab + b a a - b b a - b 2a + 2 ab + 2b

 
  
 

 

a) Rút gọn P 

b) Tìm những giá trị nguyên của a để P có giá trị nguyên 

Bài tập 20: 































1a

1

1a

1
:

1a

aa

)1a)(2a(

2a3a
P ( với 1a0  ) 

a) Rút gọn P. 

b) Tính giá trị của P khi 324a  . 

c) Tìm a sao cho 1
P

1
 . 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 32  

CHUYÊN ĐỀ 7 

CÁC PHƢƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI BIỂU THỨC 

1. Biến đổi biểu thức nguyên: 

a. Kiến thức cơ bản: 

Phương pháp: 

Ta biến đổi từ một vế của đẳng thức (áp dụng hằng đẳng thức) để chuyển thành biểu thức bằng 

vế còn lại. 

Xét tính chất của một số biểu thức đặc biệt để đưa ra cách phân tích đúng theo yêu cầu bài toán.

Áp dụng biến đổi theo một vế trở thành vế còn lại hoặc hai vế cùng về một kết quả cụ thể. 

b) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Chứng minh các đẳng thức sau: 

a) a
3
 + b

3
 + c

3
 - 3abc = (a + b+ c)(a

2
 + b

2
 + c

2
 - ab - bc - ca) 

b) (a + b + c)
3
 - a

3
 - b

3
 - c

3
 = 3(a + b)(b + c)(c + a) 

Giải 

a) a
3
 + b

3
 + c

3
 - 3abc = (a + b)

3
 + c

3 
- 3abc - 3a

2
b - 3ab

2
 

= (a + b+ c)[(a + b)
2
 - (a + b)c + c

2
] - 3ab(a + b + c) 

= (a + b+ c)[(a + b)
2
 - (a + b)c + c

2
 - 3ab]  

= (a + b+ c)(a
2
 + b

2
 + c

2
 - ab - bc - ca). (đpcm) 

b) (a + b + c)
3
 - a

3
 - b

3
 - c

3
 = [(a + b + c)

3
 - a

3
] - (b

3
 + c

3
) 

= (b + c)([(a + b + c)
2
 + (a + b + c)a + a

2
] - (b + c)(b

2
 - bc + c

2
) 

= (b + c)(3a
2
 + 3ab + 3bc + 3ca) 

= 3(b + c)[(a(a + b) + c(a + b)] 

= 3(a + b)(b + c)(c + a). (đpcm) 

Bài tập 2: Cho x + y + z = 0.  

Chứng minh rằng: 10(x
7
 + y

7
 + z

7
) = 7(x

2
 + y

2
 + z

2
)(x

5
 + y

5
 + z

5
) 

Giải 
Từ x + y + z = 0. 

Suy ra: z = x(x + y). Ta có: 

x
5
 + y

5
 + z

5
  = x

5
 + y

5
 - (x + y)

5
  

= -5(x
4
y + 2x

3
y

2
 + xy

4
)  

= -5xy(x
3
 + 2x

2
y + 2xy

2
 + y

3
) 

= -5xy[(x + y)(x
2
 + y

2
 - xy) + 2xy(x + y)]  

= -5xy(x + y)(x
2
 + y

2
 + xy)  (1) 

và 

x
2
 + y

2
 + z

2
  = x

2
 + y

2
 + (x + y)

2
   

= 2(x
2
 + y

2
 + xy)   (2) 

mà 

x
7
 + y

7
 + z

7
  = x

7
 + y

7
 - (x + y)

7
  

= -7(x
6
y + 3x

5
y

2
 + 5x

4
y

3
 + 5x

3
y

4
 + 3x

2
y

5
 + xy

6
)  

= -7xy(x + y)(x
2
 + y

2
 + xy)       

(3) 

Từ (1), (2) và (3) ta có điều phải chứng minh. 

c) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a + b + c = 0. Chứng minh rằng: 

a) a
3
 + b

3
 + c

3
 = 3abc. 

b) 2(a
4
 + b

4
 + c

4
) = (a

2
 + b

2
 + c

2
)

2
. 

Bài tập 2: Chứng minh các hằng đẳng thức sau: 

a) (a
2
 + b

2
)(c

2
 + d

2
) = (ac + bd)

2
 + (ad - bc)

2
 

b) a
3
 + b

3
 + c

3
 - 3abc = (a + b + c)(a

2
 + b

2
 + c

2
 - ab - bc - ac) 

Bài tập 3: Chứng minh rằng nếu các số a, b, c thỏa mãn: 

a
4
 + b

4
 + (a - b)

4
 = c

4
 + d

4
 + (c - d)

4
 thì a

2
 + b

2
 + (a - b)

2
 = c

2
 + d

2
 + (c - d)

2
 

Bài tập 4: Cho a
3
 - 3ab

2
 = 19, b

3
 - 3a

2
b = 98. Tính P = a

2
 + b

2
. 

Bài tập 5: Cho a, b là hai số thỏa mãn điều kiện: a
2
 - 3ab + 2b

2
 + a - b = a

2
 - 2ab + b

2
 - 5a + 7b = 

0.  

Chứng minh rằng: ab - 12a + 15b = 0. 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 33  

Bài tập 6: Khai triển biểu thức: a
4
 + (a + b)

4
 thành dạng 2K + 1 và phân tích K thành tích các 

thừa số. 

Bài tập 7:  

a) Chứng minh đẳng thức: x + y + |x - y| = max{x, y}, với x, y R. 

b) Chứng minh đẳng thức: 
a + b a - b 2 a + b a - b 2 1 1 1

+ - + + + = 4max , , 
ab ab c ab ab c a b c

 
 
 

 

với a, b, c ≠ 0. 

Bài tập 8: Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho: 

Đa thức x
3n+1

 + x
2n

 + 1 chia hết cho đa thức x
2
 + x + 1. 

Bài tập 9: Cho x + y + z = 0. Chứng minh rằng: 2(x
5
 + y

5
 + z

5
) = 5xyz(x

2
 + y

2
 + z

2
). 

(Đề thi HSG tỉnh năm học 2005 - 2006) 

Bài tập 10: Cho a
2
 - b

2
 = 4c

2
. Chứng minh rằng: (5a - 3b + 8c)(5a - 3b - 8c) = (3a - 5b)

2
. 

2. Biến đổi hữu tỷ 

a. Kiến thức cơ bản: 

Phương pháp: 

Sử dụng các biến đổi thông thường để đưa đến kết luận theo yêu cầu bài toán. 

Vận dụng giả thiết để chọn hướng giải nhanh và chính xác. 

Đối với các bài toán có số mũ bậc n của các hạng tử, có thể sử dụng phương pháp quy nạp. 

Lưu ý: Đây là kiến thức cần thiết để chứng minh các bất đẳng thức hay tìm GTLN, GTNN. 

b) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho a + b + c = 0; a, b, c ≠ 0. Chứng minh đẳng thức:  

 
2 2 2

1 1 1 1 1 1
+ + = + +

a b c a b c
 

 Giải 

Ta có: 
2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ + = + + + 2 + +

a b c a b c ab bc ca

   
   
   

 

          

 
2 2 2

2 2 2

2 a + b + c1 1 1
= + + +

a b c abc

1 1 1
= + + .

a b c

 

Suy ra điều phải chứng minh. 

Bài tập 2: Chứng minh rằng nếu a, b, c khác nhau thì: 

        
b -c c -a a - b 2 2 2

+ + = + +
a - b a -c b -c b -a c - a c - b a - b b -c c -a

 

 Giải 
Biến đổi vế trái: 

        

   

  

   

  

   

  

a - c - a - b b - a - b - c c - b - c - ab - c c - a a - b
+ + = + +

a - b a - c b - c b - a c - a c - b a - b a - c b - c b - a c - a c - b

1 1 1 1 1 1
                                                                   = - + - + -

a - b a - c b - c b - a c - a c - b

                                
2 2 2

                                  = + +
a - b b - c c - a

 

c) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho xyz = 1. Chứng minh rằng: 
1 1 1

+ + =1
1+ x + xy 1+ y + yz 1+ z + zx

 

Bài tập 2: Cho a, b, c, d là các số thực thỏa mãn điều kiện: 

a c a + c
= = , a.c 0.

b d 3b -d
  Chứng minh rằng: b

2
 = d

2
. 

Bài tập 3: Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn điều kiện 
1 1 1

a + = b + = c +
b c a

 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 34  

a) Cho a = 1. Tính b, c. 

b) Chứng minh rằng nếu a, b, c đôi một khác nhau thì a
2
b

2
c

2
 = 1. 

c) Chứng minh rằng nếu a, b, c dương thì a = b = c. 

Bài tập 4: 

a) Cho a, b, c thỏa abc ≠ 0 và ab + bc + ca = 0. Tính 
   a + b b + c c + a

P =
abc

. 

b) Cho a, b, c thỏa (a + b)(b + c)(c + a) ≠ 0 và 
2 2 2 2 2 2a b c a b c

+ + = + +
a + b b + c c + a b + c c + a a + b

. 

Chứng minh rằng: a = b = c. 

Bài tập 5: Cho x > 0 thỏa điều kiện: 2

2

1
x + = 7

x
. Tính giá trị của biểu thức 5

5

1
P = x +

x
. 

Bài tập 6: Cho a, b, x, y là các số thực thỏa mãn x
2
 + y

2
 = 1 và 

4 4x y 1
+ =

a b a + b
.  

Chứng minh rằng: 
 

2006 2006

10031003 1003

x y 1
+ =

a b a + b
. 

Bài tập 7: Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn b ≠ c và 
2 2ac - b bd - c

= = k.
a - 2b + c b - 2c + d

Chứng minh: 
ad - bc

k =
a - b - c + d

. 

Bài tập 8:  Cho a, b, c là các số thực đôi một khác nhau và khác 0, thỏa mãn điều kiện a + b + c 

= 0. 

Chứng minh rằng: 
a b c b -c c -a a - b

+ + + + = 9.
b -c c - a a - b a b c

  
  
  

Bài tập 9: Đơn giản biểu thức: 
     

3 4 53 3 2 2

1 1 1 1 1 1
+ +

a + b a + b a + ba + b a + b a + b

     
     
     

Bài tập 10: Chứng minh rằng nếu: (a
2
 + b

2
)(x

2
 + y

2
) = (ax + by)

2
 và x, y khác 0 thì 

a b
=

x y
. 

Bài tập 11: Chứng minh rằng nếu: (a
2
 + b

2
 + c

2
)(x

2
 + y

2
 + z

2
) = (ax + by + cz)

2
 và x, y, z khác 0 

thì 
a b c

= =
x y z

. 

Bài tập 12: Cho a, b, khác 0 thỏa mãn a + b = 1. Chứng minh rằng: 
 

3 3 2 2

2 ab - 2a b
+ =

b -1 a -1 a b +3
3. Biến đổi vô tỷ 

a. Kiến thức cơ bản: 

Phương pháp: 

Áp dụng hằng đẳng thức để biến đổi. 

Một số bằng liên quan đến căn bậc n, có thể sử dụng phương pháp quy nạp để đưa đến kết luận 

theo yêu cầu bài toán. 

Giống các bài toán rút gọn. 

b) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Chứng minh đẳng thức: 
  


4 449 20 60 49 20 60

3
2

Giải 

 
   

2 2
4 44 4 5 + 2 6 + 5- 2 649 + 20 60 + 49 - 20 60

VT 1 = =
2 2

   
4 4

4 43 + 2 + 3 - 2
          =

2



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 35  

 
3 + 2 + 3 - 2

= = 2 3
2

 

Bài tập 2: Cho a  0. Chứng minh rằng:  
2 2 2

2 2

a - a a + a
- + a +1 = a -1

a + a +1 a - a +1
 

 Giải 

Hướng dẫn: Đặt ẩn phụ: a = x 0  

c) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a, b > 0 và c ≠ 0. Chứng minh rằng: 
1 1 1

0 a b a c b c
a b c
          

Bài tập 2:  Chứng minh rằng các số sau là số nguyên: 

a) 
2 3+ 5- 3+ 48

A =
6 + 2

 

b) 3 3
48 48

B 1 1
9 9

     

Bài tập 3: Cho x là số nguyên. Chứng minh rằng nếu x không phải là số chính phương thì x  là 

số vô tỉ. 

Bài tập 4: Chứng minh rằng số α = 2 + 2 + 3 - 6 -3 2 + 3  là một nghiệm của phương 

trình x
4
 - 16x

2
 + 32 = 0. 

Bài tập 5: Chứng minh rằng nếu 

3 3 3ax by cz

1 1 1
1

x y z

  



  


 thì 2 2 2 3 3 33 ax by cz a b c     . 

Bài tập 6: Chứng minh rằng nếu 3 3 3 3a b c a b c      thì với số nguyên dương lẻ n ta có 
n n n na b c a b c     . 

Bài tập 7: Cho   2 2xy 1 x 1 y a     Tính    2 2S x 1 y y 1 x .     

Bài tập 8: Cho a > 0 và 24 2 2 0.a a    Chứng minh rằng: 
4 2

a 1
2

a a 1 a




  
 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 36  

CHUYÊN ĐỀ 7 

CÁC PHƢƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI BIỂU THỨC 

1. Biến đổi biểu thức nguyên: 

a. Kiến thức cơ bản: 

Phương pháp: 

Ta biến đổi từ một vế của đẳng thức (áp dụng hằng đẳng thức) để chuyển thành biểu thức bằng 

vế còn lại. 

Xét tính chất của một số biểu thức đặc biệt để đưa ra cách phân tích đúng theo yêu cầu bài toán.

Áp dụng biến đổi theo một vế trở thành vế còn lại hoặc hai vế cùng về một kết quả cụ thể. 

b) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Chứng minh các đẳng thức sau: 

a) a
3
 + b

3
 + c

3
 - 3abc = (a + b+ c)(a

2
 + b

2
 + c

2
 - ab - bc - ca) 

b) (a + b + c)
3
 - a

3
 - b

3
 - c

3
 = 3(a + b)(b + c)(c + a) 

Giải 

a) a
3
 + b

3
 + c

3
 - 3abc = (a + b)

3
 + c

3 
- 3abc - 3a

2
b - 3ab

2
 

= (a + b+ c)[(a + b)
2
 - (a + b)c + c

2
] - 3ab(a + b + c) 

= (a + b+ c)[(a + b)
2
 - (a + b)c + c

2
 - 3ab]  

= (a + b+ c)(a
2
 + b

2
 + c

2
 - ab - bc - ca). (đpcm) 

b) (a + b + c)
3
 - a

3
 - b

3
 - c

3
 = [(a + b + c)

3
 - a

3
] - (b

3
 + c

3
) 

= (b + c)([(a + b + c)
2
 + (a + b + c)a + a

2
] - (b + c)(b

2
 - bc + c

2
) 

= (b + c)(3a
2
 + 3ab + 3bc + 3ca) 

= 3(b + c)[(a(a + b) + c(a + b)] 

= 3(a + b)(b + c)(c + a). (đpcm) 

Bài tập 2: Cho x + y + z = 0.  

Chứng minh rằng: 10(x
7
 + y

7
 + z

7
) = 7(x

2
 + y

2
 + z

2
)(x

5
 + y

5
 + z

5
) 

Giải 
Từ x + y + z = 0. 

Suy ra: z = x(x + y). Ta có: 

x
5
 + y

5
 + z

5
  = x

5
 + y

5
 - (x + y)

5
  

= -5(x
4
y + 2x

3
y

2
 + xy

4
)  

= -5xy(x
3
 + 2x

2
y + 2xy

2
 + y

3
) 

= -5xy[(x + y)(x
2
 + y

2
 - xy) + 2xy(x + y)]  

= -5xy(x + y)(x
2
 + y

2
 + xy)  (1) 

và 

x
2
 + y

2
 + z

2
  = x

2
 + y

2
 + (x + y)

2
   

= 2(x
2
 + y

2
 + xy)   (2) 

mà 

x
7
 + y

7
 + z

7
  = x

7
 + y

7
 - (x + y)

7
  

= -7(x
6
y + 3x

5
y

2
 + 5x

4
y

3
 + 5x

3
y

4
 + 3x

2
y

5
 + xy

6
)  

= -7xy(x + y)(x
2
 + y

2
 + xy)       

(3) 

Từ (1), (2) và (3) ta có điều phải chứng minh. 

c) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a + b + c = 0. Chứng minh rằng: 

a) a
3
 + b

3
 + c

3
 = 3abc. 

b) 2(a
4
 + b

4
 + c

4
) = (a

2
 + b

2
 + c

2
)

2
. 

Bài tập 2: Chứng minh các hằng đẳng thức sau: 

a) (a
2
 + b

2
)(c

2
 + d

2
) = (ac + bd)

2
 + (ad - bc)

2
 

b) a
3
 + b

3
 + c

3
 - 3abc = (a + b + c)(a

2
 + b

2
 + c

2
 - ab - bc - ac) 

Bài tập 3: Chứng minh rằng nếu các số a, b, c thỏa mãn: 

a
4
 + b

4
 + (a - b)

4
 = c

4
 + d

4
 + (c - d)

4
 thì a

2
 + b

2
 + (a - b)

2
 = c

2
 + d

2
 + (c - d)

2
 

Bài tập 4: Cho a
3
 - 3ab

2
 = 19, b

3
 - 3a

2
b = 98. Tính P = a

2
 + b

2
. 

Bài tập 5: Cho a, b là hai số thỏa mãn điều kiện: a
2
 - 3ab + 2b

2
 + a - b = a

2
 - 2ab + b

2
 - 5a + 7b = 

0.  

Chứng minh rằng: ab - 12a + 15b = 0. 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 37  

Bài tập 6: Khai triển biểu thức: a
4
 + (a + b)

4
 thành dạng 2K + 1 và phân tích K thành tích các 

thừa số. 

Bài tập 7:  

a) Chứng minh đẳng thức: x + y + |x - y| = max{x, y}, với x, y R. 

b) Chứng minh đẳng thức: 
a + b a - b 2 a + b a - b 2 1 1 1

+ - + + + = 4max , , 
ab ab c ab ab c a b c

 
 
 

 

với a, b, c ≠ 0. 

Bài tập 8: Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho: 

Đa thức x
3n+1

 + x
2n

 + 1 chia hết cho đa thức x
2
 + x + 1. 

Bài tập 9: Cho x + y + z = 0. Chứng minh rằng: 2(x
5
 + y

5
 + z

5
) = 5xyz(x

2
 + y

2
 + z

2
). 

(Đề thi HSG tỉnh năm học 2005 - 2006) 

Bài tập 10: Cho a
2
 - b

2
 = 4c

2
. Chứng minh rằng: (5a - 3b + 8c)(5a - 3b - 8c) = (3a - 5b)

2
. 

2. Biến đổi hữu tỷ 

a. Kiến thức cơ bản: 

Phương pháp: 

Sử dụng các biến đổi thông thường để đưa đến kết luận theo yêu cầu bài toán. 

Vận dụng giả thiết để chọn hướng giải nhanh và chính xác. 

Đối với các bài toán có số mũ bậc n của các hạng tử, có thể sử dụng phương pháp quy nạp. 

Lưu ý: Đây là kiến thức cần thiết để chứng minh các bất đẳng thức hay tìm GTLN, GTNN. 

b) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho a + b + c = 0; a, b, c ≠ 0. Chứng minh đẳng thức:  

 
2 2 2

1 1 1 1 1 1
+ + = + +

a b c a b c
 

 Giải 

Ta có: 
2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
+ + = + + + 2 + +

a b c a b c ab bc ca

   
   
   

 

          

 
2 2 2

2 2 2

2 a + b + c1 1 1
= + + +

a b c abc

1 1 1
= + + .

a b c

 

Suy ra điều phải chứng minh. 

Bài tập 2: Chứng minh rằng nếu a, b, c khác nhau thì: 

        
b -c c -a a - b 2 2 2

+ + = + +
a - b a -c b -c b -a c - a c - b a - b b -c c -a

 

 Giải 
Biến đổi vế trái: 

        

   

  

   

  

   

  

a - c - a - b b - a - b - c c - b - c - ab - c c - a a - b
+ + = + +

a - b a - c b - c b - a c - a c - b a - b a - c b - c b - a c - a c - b

1 1 1 1 1 1
                                                                   = - + - + -

a - b a - c b - c b - a c - a c - b

                                
2 2 2

                                  = + +
a - b b - c c - a

 

c) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho xyz = 1. Chứng minh rằng: 
1 1 1

+ + =1
1+ x + xy 1+ y + yz 1+ z + zx

 

Bài tập 2: Cho a, b, c, d là các số thực thỏa mãn điều kiện: 

a c a + c
= = , a.c 0.

b d 3b -d
  Chứng minh rằng: b

2
 = d

2
. 

Bài tập 3: Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn điều kiện 
1 1 1

a + = b + = c +
b c a

 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 38  

a) Cho a = 1. Tính b, c. 

b) Chứng minh rằng nếu a, b, c đôi một khác nhau thì a
2
b

2
c

2
 = 1. 

c) Chứng minh rằng nếu a, b, c dương thì a = b = c. 

Bài tập 4: 

a) Cho a, b, c thỏa abc ≠ 0 và ab + bc + ca = 0. Tính 
   a + b b + c c + a

P =
abc

. 

b) Cho a, b, c thỏa (a + b)(b + c)(c + a) ≠ 0 và 
2 2 2 2 2 2a b c a b c

+ + = + +
a + b b + c c + a b + c c + a a + b

. 

Chứng minh rằng: a = b = c. 

Bài tập 5: Cho x > 0 thỏa điều kiện: 2

2

1
x + = 7

x
. Tính giá trị của biểu thức 5

5

1
P = x +

x
. 

Bài tập 6: Cho a, b, x, y là các số thực thỏa mãn x
2
 + y

2
 = 1 và 

4 4x y 1
+ =

a b a + b
.  

Chứng minh rằng: 
 

2006 2006

10031003 1003

x y 1
+ =

a b a + b
. 

Bài tập 7: Cho a, b, c là các số thực thỏa mãn b ≠ c và 
2 2ac - b bd - c

= = k.
a - 2b + c b - 2c + d

Chứng minh: 
ad - bc

k =
a - b - c + d

. 

Bài tập 8:  Cho a, b, c là các số thực đôi một khác nhau và khác 0, thỏa mãn điều kiện a + b + c 

= 0. 

Chứng minh rằng: 
a b c b -c c -a a - b

+ + + + = 9.
b -c c - a a - b a b c

  
  
  

Bài tập 9: Đơn giản biểu thức: 
     

3 4 53 3 2 2

1 1 1 1 1 1
+ +

a + b a + b a + ba + b a + b a + b

     
     
     

Bài tập 10: Chứng minh rằng nếu: (a
2
 + b

2
)(x

2
 + y

2
) = (ax + by)

2
 và x, y khác 0 thì 

a b
=

x y
. 

Bài tập 11: Chứng minh rằng nếu: (a
2
 + b

2
 + c

2
)(x

2
 + y

2
 + z

2
) = (ax + by + cz)

2
 và x, y, z khác 0 

thì 
a b c

= =
x y z

. 

Bài tập 12: Cho a, b, khác 0 thỏa mãn a + b = 1. Chứng minh rằng: 
 

3 3 2 2

2 ab - 2a b
+ =

b -1 a -1 a b +3
3. Biến đổi vô tỷ 

a. Kiến thức cơ bản: 

Phương pháp: 

Áp dụng hằng đẳng thức để biến đổi. 

Một số bằng liên quan đến căn bậc n, có thể sử dụng phương pháp quy nạp để đưa đến kết luận 

theo yêu cầu bài toán. 

Giống các bài toán rút gọn. 

b) Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Chứng minh đẳng thức: 
  


4 449 20 60 49 20 60

3
2

Giải 

 
   

2 2
4 44 4 5 + 2 6 + 5- 2 649 + 20 60 + 49 - 20 60

VT 1 = =
2 2

   
4 4

4 43 + 2 + 3 - 2
          =

2
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3 + 2 + 3 - 2

= = 2 3
2

 

Bài tập 2: Cho a  0. Chứng minh rằng:  
2 2 2

2 2

a - a a + a
- + a +1 = a -1

a + a +1 a - a +1
 

 Giải 

Hướng dẫn: Đặt ẩn phụ: a = x 0  

c) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a, b > 0 và c ≠ 0. Chứng minh rằng: 
1 1 1

0 a b a c b c
a b c
          

Bài tập 2:  Chứng minh rằng các số sau là số nguyên: 

a) 
2 3+ 5- 3+ 48

A =
6 + 2

 

b) 3 3
48 48

B 1 1
9 9

     

Bài tập 3: Cho x là số nguyên. Chứng minh rằng nếu x không phải là số chính phương thì x  là 

số vô tỉ. 

Bài tập 4: Chứng minh rằng số α = 2 + 2 + 3 - 6 -3 2 + 3  là một nghiệm của phương 

trình x
4
 - 16x

2
 + 32 = 0. 

Bài tập 5: Chứng minh rằng nếu 

3 3 3ax by cz

1 1 1
1

x y z

  



  


 thì 2 2 2 3 3 33 ax by cz a b c     . 

Bài tập 6: Chứng minh rằng nếu 3 3 3 3a b c a b c      thì với số nguyên dương lẻ n ta có 
n n n na b c a b c     . 

Bài tập 7: Cho   2 2xy 1 x 1 y a     Tính    2 2S x 1 y y 1 x .     

Bài tập 8: Cho a > 0 và 24 2 2 0.a a    Chứng minh rằng: 
4 2

a 1
2

a a 1 a




  
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CHUYÊN ĐỀ 9 

TÍNH GIÁ TRỊ CỦA BIỂU THỨC 

1. Kiến thức cơ bản: 

Phương pháp: 

Thông thường để giải dạng toán này ta phải rút gọn trước. Sau đó thay các giá trị của biến vào 

và tính toán. 

Áp dụng một số tính chất của các biểu thức, phân thức, hằng đẳng thức để phân tích bài toán. 

2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Tính giá trị của biểu thức: M = 7260136 

Giải

Ta có: 

M =  
2

2136 7260 11 2.11. 15 15 11 15     

Vậy: M = 11 + 15

Bài tập 2: Tính giá trị của biểu thức: M = 15281528 

Giải

Ta có: 

       
323535    

55.3.2355.3.2315281528M
2222





Vậy: M = - 2 3

Bài tập 3: Tính giá trị của biểu thức: N = 5122935 

Giải

Ta có: 

 

  115555215    

526535355122935N

2

2





Vậy: N = 1   

Bài tập 4: Tính giá trị của biểu thức: Q = xx21x2xx21x2 22  tại x = 4: 

Giải

Ta có: 

    x21xx1xx    

x)1x(x21xx)1x(x21x    

xx21x2xx21x2Q 22







Thay x = 4, ta được: Q = 4.  

Bài tập 5: Tính giá trị của biểu thức: M = 48 - 752 + 108 - 147
7

1

Giải

Ta có:  

M = 48 - 752 + 108 - 147
7

1
= 3.16 - 3.252 + 36.3 - 3.49

7

1

    = 34 - 310 + 36 - 3 = - 3

Bài tập 6: Tính giá trị của biểu thức: S = 
 

x
1x

)x3(x1x3xx3 2





tại x = 10

.
 

Giải

Ta có: 
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     

   
0xxx

1x

1xx
x

1x

xx
  x

1x

xx
   

x
1x

xx.x3x.x3x
x

1x

)x3(x1x3xx
S

3
3

3 32
23

3 2




























 

Vậy: S =  0 

Bài tập 7: Tính giá trị của biểu thức: M = 1x21x 84   (với x > 1), tại x = 256
.
 

 Giải 

Ta có: 

M =   88
2

884 x11x11x1x21x   

Vậy: M = 2. 

c) Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho các số thực dương a và b thoả mãn: a
100

 + b
100

 = a
101

 + b
101

 = a
102

 + b
102

 

Hãy tính giá trị của biểu thức: P = a
2004

 + b
2004

. 

Bài tập 2: Cho 
1 1 1

+ + = 0.
a b c

 Tính giá trị của biểu thức: 
2 2 2

ab bc ca
S = + +

c a b
. 

Bài tập 3: Cho a
3
 + b

3
 + c

3
 = 3abc.  

Tính giá trị của biểu thức: 
a b c

S = 1 + 1 + 1 +
b c a

   
   
   

 

Bài tập 4: Cho a + b + c = 0 và a
2
 + b

2
 + c

2
 = 14. Tính giá trị của biểu thức:  A = a

4
 + b

4
 + c

4
. 

Bài tập 5: Cho x + y + z = 0 và xy + yz + zx = 0. Tính giá trị của biểu thức: 

B = (x - 1)
2007

 + y
2008

 + (z + 1)
2009

. 

Bài tập 6: Cho a
2
 + b

2
 + c

2
 = a

3
 + b

3
 + c

3
 = 1. Tính giá trị của biểu thức: C = a

2
 + b

9
 + c

1945
. 

Bài tập 7: Tính giá trị của biểu thức: 

a) A = x
4
 - 17x

3
 + 17x

2
 - 1x + 20 tại x = 16. 

b) B = x
5
 - 15x

4
 + 16x

3
 - 29x

2
 + 13x tại x = 14. 

c) C = x
14

 - 10x
13

 + 10x
12

 - 10x
11 

+ ... + 10x
2
 - 10x + 10 tại x = 9. 

d) D = x
15

 - 8x
14

 + 8x
13

 - 8x
12

 + ... - 8x
2
 + 8x - 5 tại x = 7. 

Bài tập 8: Tính giá trị của biểu thức: 

a) A = x
3
(x

2
 - y

2
) + y

2
(x

3
 - y

3
) với x = 2; |y| = 1. 

b) B = M.N với |x| = 2. Biết rằng: M = -2x
2
 + 3x + 5; N = x

2
 - x + 3 

Bài tập 9: Cho a
3
 - 3ab

2
 = 19 và b

3
 - 3a

2
b = 98. Hãy tính: E = a

2
 + b

2
. 

Bài tập 10: Tính giá trị của biểu thức: 
81 1 36 1+ 14641 1- 14641

A = + + + +
121 121 81 122 120

  

Đáp số: A = 
52

33
  

Bài tập 11: Tính giá trị của biểu thức: N = 
1296

243 + 363 + - 3072
3

 

Bài tập 12: Tính giá trị của biểu thức: Q = 3 1x3x3xx21x  , tại x = 5 

          Đáp số: Q = 5 +1  

Bài tập 13: Tính giá trị của biểu thức sau: T = 50329872    Đáp số: T = 0. 

Bài tập 14: Cho biểu thức sau:  P = 
  35 + 2 17 5 -38

5 + 14 - 6 5
   Đáp số: P = 

3

1
  

Bài tập 15: Tính giá trị của biểu thức: G = 336 6216216425 




   

           Đáp số: G = 0. 
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Bài tập 16: Tính giá trị của biểu thức: E =  3

3
3

3

12
.12


 Đáp số: E = 1. 

Bài tập 17: Tính giá trị của biểu thức: M = 526526  .   Đáp số: M = 2 

Bài tập 18: Tính giá trị của biểu thức: L = n2

n

n2n

1x
2x

x4x4





tại x = 2.  Đáp số: L = 2. 

Bài tập 19: Tính giá trị của biểu thức: Q = 
nn 2

n

x

2

x

1
1.x    tại x = 2

n
.
  

Đáp số: Q = 3. 

Bài tập 20: Tính giá trị của biểu thức sau:  A = 3 3 3 364 + 27 + 2 + 64 - 27 -1

Đáp số: A = 3. 
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CHUYÊN ĐỀ 10 

TÌM GIÁ TRỊ NGUYÊN CỦA BIỂU THỨC 

1. Kiến thức cơ bản: 

Phương pháp: 

 Để tìm giá trị x nguyên sao cho biểu thức 
 
 

A x

B x

(trong đó A(x), B(x) là những đa thức) nhận giá 

trị nguyên, ta làm như sau: 

 Biến đổi 
 
 

 
 
 

 
A x Q x

P x

B x B x

, Deg Q(x) < Deg B(x). Dẫn đến tìm số nguyên a sao cho Q(a) 

chia hết cho B(a). 

2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Tìm số nguyên n sao cho biểu thức 




2n 5

n 2

 là số nguyên. 

 Giải 

Ta có: 


 
 

2n 5 1

2

n 2 n 2

 

Để biểu thức 




2n 5

n 2

 là số nguyên thì  


1

n 2

 phải là số nguyên. Vì 2 là số nguyên. 

Do đó: n + 2 phải là ước của 1. 

Suy ra:  

n + 2 = 1  n = -1. 

n + 2 = -1  n = -3. 

Bài tập 2: Tìm số nguyên n sao cho biểu thức 
 



6

n 6n 10

n 3

 là số nguyên.  

 Giải 

Ta có: 
   

   
  

2

2 n 3 2n 6n 11 2
n 3

n 3 n 3 n 3

 

Biểu thức trên có giá trị nguyên khi 


2

n 3

 là số nguyên. 

Do đó: n + 3 phải là ước của 2.  

Hay n + 3 = 2; n + 3 = -2; n + 3 = 1; n + 3 = -1 

Vậy n = -1; -5; -2; - 4. 

Bài tập 3: Tìm sô nguyên x sao cho biểu thức 




5

3

x 1

x 1

 nhận giá trị nguyên. 

 Giải 

Ta có: 
       

    
    

2 3 2
5 2

2 2

3 3 3 2

x x 1 x 1
x 1 x 1 x 1

x x

x 1 x 1 x 1 x x 1

 

Biểu thức 




5

3

x 1

x 1

 nhận giá trị nguyên khi 


 2

x 1

x x 1

 nhận giá trị nguyên với x nguyên. 

Suy ra: 
 

 
   2 2

x x 1 1
1

x x 1 x x 1

 cũng nhận giá trị nguyên. 

(Vì một số nguyên thì nhân thêm một số nguyên x là một số nguyên). 

Do đó: 

Xét:  2

x x 1 = 1  x(x - 1) = 0 hay x = 0 hoặc x = 1. 

Xét: 
2

x x 1   = - 1  x
2
 - x + 2 = 0 (Phương trình này vô nghiệm). 
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Vậy giá trị x nguyên cần tìm là x = 0; 1 thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Bài tập 4: Tìm k nguyên dương lớn nhất để ta có số: 

 




2

k 1

n

k 23

là một số nguyên dương. 

Giải

Ta có thể viết: 

     
    

   
   

2

2k 1 k 23 k 21 484k 2k 1 484
n =k - 21+ ,  k Z

k 23 k 23 k 23 k 23

n là một số nguyên khi và chỉ khi k + 23 là ước của 484, k + 23 > 23

Ta có: 484 = 22
2
 = 4.121 = 44.11. 

   
  

   

k 23 121 k 98

k 23 44 k 21

Với k = 98, ta có: n = 81 

Với k = 21, ta có n = 11. 

Vậy có hai giá trị k nguyên dương thỏa mãn yêu cầu của bài toán là k = 98 và k = 21.

Giá trị lớn nhất của k là 98. 

Bài tập 5: Tìm số nguyên z sao cho  
1 1 1

2z 3z 4z

là một số nguyên. 

Giải 

Ta có: 
 

   
1 1 1 6 4 3 13

2z 3z 4z 12z 12z

Để biểu thức trên là một số nguyên thì 
13

12z

phải là một số nguyên.  

Hay 12z| 13. Mà 13 = 12.z và z  Z. Nên không tồn tại vì (12; 13) = 1. 

Vậy không tồn tại z sao cho  
1 1 1

2z 3z 4z

là một số nguyên. 

3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Tìm số nguyên n sao cho biểu thức 





6n 1
3

2n 1

là một số nguyên. 

Bài tập 2: Tìm số nguyên âm n sao cho biểu thức  
 



2

n 6n 10

2n 9

là một số nguyên âm. 

Bài tập 3: Tìm số nguyên k nhỏ nhất sao cho biểu thức 
 

 


2

3k 2k 1
(2k 1)

3k 1

đạt giá trị nguyên.  

Bài tập 4: Tìm số nguyên dương n sao cho biểu thức   2n 1 2n 8 có giá trị nguyên.  

Bài tập 5: Tìm số nguyên m sao cho biểu thức   m 1 m 1 đạt giá trị nguyên.  

Bài tập 6: Cho a =   *
1

x ,x R

x

, là một số nguyên. Chứng minh rằng số  2005

2005

1
b x

x

là một 

số nguyên. 

Bài tập 7: Cho x và y là hai số thực khác 0 sao cho các số: 
1 1

a = x + ; b = y +
y x

đều là số 

nguyên.  

a) Chứng minh rằng số 2 2

2 2

1
c = x y +

x y
cũng là một số nguyên. 

b) Tìm mọi số nguyên dương x, y sao cho số  n n

n n

1
d x y

x y

là số nguyên. 
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CHUYÊN ĐỀ 10 

TÌM GIÁ TRỊ NGUYÊN CỦA BIỂU THỨC 

1. Kiến thức cơ bản: 

Phương pháp: 

Để tìm giá trị x nguyên sao cho biểu thức 
 
 

A x

B x

(trong đó A(x), B(x) là những đa thức) nhận giá 

trị nguyên, ta làm như sau: 

Biến đổi 
 
 

 
 
 

 
A x Q x

P x

B x B x

, Deg Q(x) < Deg B(x). Dẫn đến tìm số nguyên a sao cho Q(a) 

chia hết cho B(a). 

2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Tìm số nguyên n sao cho biểu thức 




2n 5

n 2

là số nguyên. 

Giải 

Ta có: 


 
 

2n 5 1

2

n 2 n 2

Để biểu thức 




2n 5

n 2

là số nguyên thì  


1

n 2

phải là số nguyên. Vì 2 là số nguyên. 

Do đó: n + 2 phải là ước của 1. 

Suy ra:  

n + 2 = 1  n = -1. 

n + 2 = -1  n = -3. 

Bài tập 2: Tìm số nguyên n sao cho biểu thức 
 



6

n 6n 10

n 3

là số nguyên.  

Giải 

Ta có: 
   

   
  

2

2 n 3 2n 6n 11 2
n 3

n 3 n 3 n 3

Biểu thức trên có giá trị nguyên khi 


2

n 3

là số nguyên. 

Do đó: n + 3 phải là ước của 2.  

Hay n + 3 = 2; n + 3 = -2; n + 3 = 1; n + 3 = -1 

Vậy n = -1; -5; -2; - 4. 

Bài tập 3: Tìm sô nguyên x sao cho biểu thức 




5

3

x 1

x 1

nhận giá trị nguyên. 

Giải 

Ta có: 
       

    
    

2 3 2
5 2

2 2

3 3 3 2

x x 1 x 1
x 1 x 1 x 1

x x

x 1 x 1 x 1 x x 1

Biểu thức 




5

3

x 1

x 1

nhận giá trị nguyên khi 


 2

x 1

x x 1

nhận giá trị nguyên với x nguyên. 

Suy ra: 
 

 
   2 2

x x 1 1
1

x x 1 x x 1

cũng nhận giá trị nguyên. 

(Vì một số nguyên thì nhân thêm một số nguyên x là một số nguyên).

Do đó: 

Xét:  2

x x 1 = 1  x(x - 1) = 0 hay x = 0 hoặc x = 1. 

Xét: 
2

x x 1  = - 1  x
2
 - x + 2 = 0 (Phương trình này vô nghiệm). 
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Vậy giá trị x nguyên cần tìm là x = 0; 1 thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Bài tập 4: Tìm k nguyên dương lớn nhất để ta có số: 

 




2

k 1

n

k 23

 

là một số nguyên dương. 

 Giải 

Ta có thể viết: 

     
    

   
   

2

2k 1 k 23 k 21 484k 2k 1 484
n =k - 21+ ,  k Z

k 23 k 23 k 23 k 23

 

n là một số nguyên khi và chỉ khi k + 23 là ước của 484, k + 23 > 23 

Ta có: 484 = 22
2
 = 4.121 = 44.11. 

   
  

   

k 23 121 k 98

k 23 44 k 21

 

Với k = 98, ta có: n = 81 

Với k = 21, ta có n = 11. 

Vậy có hai giá trị k nguyên dương thỏa mãn yêu cầu của bài toán là k = 98 và k = 21. 

Giá trị lớn nhất của k là 98. 

Bài tập 5: Tìm số nguyên z sao cho  
1 1 1

2z 3z 4z

 là một số nguyên. 

 Giải 

Ta có: 
 

   
1 1 1 6 4 3 13

2z 3z 4z 12z 12z

 

Để biểu thức trên là một số nguyên thì 
13

12z

 phải là một số nguyên.  

Hay 12z| 13. Mà 13 = 12.z và z  Z. Nên không tồn tại vì (12; 13) = 1. 

Vậy không tồn tại z sao cho  
1 1 1

2z 3z 4z

 là một số nguyên. 

3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Tìm số nguyên n sao cho biểu thức 





6n 1
3

2n 1

 là một số nguyên. 

Bài tập 2: Tìm số nguyên âm n sao cho biểu thức  
 



2

n 6n 10

2n 9

 là một số nguyên âm. 

Bài tập 3: Tìm số nguyên k nhỏ nhất sao cho biểu thức 
 

 


2

3k 2k 1
(2k 1)

3k 1

 đạt giá trị nguyên.  

Bài tập 4: Tìm số nguyên dương n sao cho biểu thức   2n 1 2n 8  có giá trị nguyên.  

Bài tập 5: Tìm số nguyên m sao cho biểu thức   m 1 m 1  đạt giá trị nguyên.  

Bài tập 6: Cho a =   *
1

x ,x R

x

, là một số nguyên. Chứng minh rằng số  2005

2005

1
b x

x

 là một 

số nguyên. 

Bài tập 7: Cho x và y là hai số thực khác 0 sao cho các số: 
1 1

a = x + ; b = y +
y x

 đều là số 

nguyên.  

a) Chứng minh rằng số 2 2

2 2

1
c = x y +

x y
 cũng là một số nguyên. 

b) Tìm mọi số nguyên dương x, y sao cho số  n n

n n

1
d x y

x y

 là số nguyên. 
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CHUYÊN ĐỀ 11 

SO SÁNH MỘT SỐ VỚI CÁC NGHIỆM CỦA PHƢƠNG TRÌNH BẬC HAI 

1. Kiến thức cơ bản: 

Giả sử phương trình bậc hai: f(x) = ax
2
 + bx + c = a(x - x1)(x - x2) = 0 có hai nghiệm x1, x2, (a ≠ 

0). 

Theo định lý Vi-ét, ta có:  

 
1 2

1 2

b
S = x + x = -

a

c
P = x x =

a







 

Dạng toán: 

Dạng 1: Tồn tại số  thỏa mãn x1 <  < x2. 

 Biến đổi: x1 -  < 0 < x2 - . 

 Đặt: x -  = y  x = y + . 

 Suy ra: f(y) = a(y + )
2
 + b(y + ) + c = 0  (*) 

 Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình (*) phải có hai nghiệm trái dấu. 

  P < 0. 

Dạng 2: Tồn tại số  thỏa mãn  < x1 < x2. 

 Ta có:  < x1 < x2  0 <  - x1 <  - x2. 

 Đặt: y =  - x  x =  - y. 

 Suy ra: f(y) = a( - y)
2
 + b( - y) + c = 0  (*) 

 Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình (*) phải có hai nghiệm dương phân biệt  

 

 


 
 

0

S 0

P 0

 

 Hay có thể dùng cách khác 

  < x1 < x2  


 


  

  


0

af 0

S
0

2

 

Dạng 3: Tồn tại số  thỏa mãn 
1 2

x x   . 

 Ta có: x1 < x2 <   x1 -  < x2 -  < 0 

 Đặt: y =  x -   x = y - . 

 Khi đó ta có phương trình: f(y) = a(y - )
2
 + b(y - ) + c = 0  (*) 

 Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình (*) phải có hai nghiệm âm phân biệt 

 

 


 
 

0

S 0

P 0

 

 Hay ta có thể dùng cách khác:  

 
1 2

x x    


 


  

  


0

af 0

S
0

2

 

Dạng 4: Cho hai số:  < , f(x) = ax
2
 + bx + c = 0, (a ≠ 0). 

 (1)    1 2

1 2

x x
f f 0

x x

    
   

    
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(2) 

 

 

 


    
        

   
   


1 2

1 2

1 2

0

af 0
x x

x x af 0
x x

S

2

2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Tìm m để phương trình: (2m - 1)x
2
 + (m

2
 - 1)x + m + 2 = 0 có hai nghiệm x1, x2 sao 

cho x1 < 1 < x2. 

Giải 

Đặt f(x) = (2m - 1)x
2
 + (m

2
 - 1)x + m + 2. 

Từ giả thiết, ta có: x1 < 1 < x2  x1 - 1 < 0 < x2 - 1. 

Đặt: x - 1 = y  x = y + 1. 

Suy ra:  

f(y) = (2m - 1)(y + 1)
2
 + (m

2
 - 1)(y + 1) + m + 2 

       = (2m - 1)y
2
 + (m

2
 + 4m - 3)y + m

2
 + 3m. 

Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình f(y) = 0 có hai nghiệm phân biệt trái dấu 

 (2m - 1)(m
2
 + 3m) < 0 

 

m 3

1
0 m

2

 

  


Bài tập 2: Tìm m để phương trình: x
2
 - 3x + 2m - 1 = 0 có hai nghiệm phân biệt x1, x2 thỏa mãn 

điều kiện: 1 < x1 < x2. 

Giải 

Ta có: 1 < x1 < x2  0 < 1 - x1 < 1 - x2. 

Đặt: y = 1 - x  x = 1 - y. 

Suy ra: 

f(y) = (1 - y)
2
 - 3(1 - y) + 2m - 1 = 0  

f(y) = y
2
 - y + 2m - 3 = 0 

Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình f(y) = 0 phải có hai nghiệm dương phân biệt 

 

 


    
   

0
2 13

P 1 0 m
3 8

S 2m 3 0

. 

Bài tập 3: Cho phương trình: x
2
 - 2mx + m

2
 - 1 = 0.  

Tìm giá trị của m để phương trình có 2 nghiệm thỏa mãn: -2 < x1 < x2 < 4. 

Giải 

Để phương trình có 2 nghiệm thỏa mãn: -2 < x1 < x2 < 4 

 

 


 


 

  

    
     

   
 




 


1 2

1 2

0

a.f 2 0

S
2

2 x x 2
1 m 3

x x 4

0

a.f 4 0

S
2

2

Bài tập 4: Chứng minh rằng phương trình: f(x) = (x - a)(x - b) + (x - b)(x - c) + (x - c)(x - a) = 0, 

với a < b < c luôn có hai nghiệm phân biệt thỏa mãn: a < x1 < b < x2 < c. 

Giải 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 51  

Nhận thấy rằng f(x) là một tam thức bậc hai với hệ số x
2
 là 3.  

f(b) = (b - a)(b - c) < 0, vì a < b < c. 

f(x) có hai nghiệm và x1 < b < x2. 

f(a) = (a - b)(a - c) > 0, vì a < b < c nên a nằm ngoài [x1; x2] mà a < b nên a < x1 < b < x2. 

f(c) = (c - a)(c - b) > 0, nên c nằm ngoài [x1; x2] mà c > b nên a < x1 < b < x2 < c. 

Bài tập 5: Biết 2a + 3b + 6c = 0. 

Chứng minh rằng phương trình ax
2
 + bx + c = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (0; 1). 

 Giải 

Nếu a = 0 thì 3b + 6c = 0  
1

b. + c = 0
2

. Suy ra 
1

x=
2

 là nghiệm của phương trình và  
1

0; 1
c
 . 

Nếu a ≠ 0 thì 2a + 3b + 6c = f(1) + f(0) + 4f
1

2

 
 
 

 = 0. 

Nhưng f(0), f(1), f
1

2

 
 
 

 không thể đồng thời bằng 0. Vì nếu như vậy thì phương trình bậc hai sẽ 

có 3 nghiệm phân biệt. Điều đó chứng tỏ, một trong ba biêut thức f(0), f(1), f
1

2

 
 
 

 phải có hai 

biểu thức trái dấu.  

Vậy phương trình luôn có nghiệm thuộc khoảng (0; 1). 

3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Tìm m để phương trình: (m + 4)x
2
 + (m

2
 - m)x + 2m = 0 có hai nghiệm x1, x2 thỏa 

mãn: 

x1 < -1 < x2. 

Bài tập 2: Tìm m để phương trình (m + 1)x
2
 - (2m - 1)x + m = 0 có hai nghiệm x1, x2 thỏa mãn: 

 -2 ≤ x1 < x2. 

Bài tập 3: Cho phương trình: x
2
 - (2m - 3)x + m

2
 - 3m = 0. Xác định m để phương trình có hai 

nghiệm x1, x2 thỏa mãn: 1 < x1 < x2 < 6. 

Bài tập 4: Cho phương trình: 2x
2
 + (2m - 1)x + m - 1 = 0. Xác định m để phương trình có hai 

nghiệm x1, x2 thỏa mãn: - 1 < x1 < x2 < 1. 

Bài tập 5: Cho phương trình: f(x) = x
2
 - 2(m + 2)x + 6m + 1. 

a) Chứng minh phương trình trên có nghiệm với mọi m. 

b) Đặt x = t + 2. Tính f(x) theo t, từ đó tìm điều kiện đối với m để phương trình f(x) = 0 có hai 

nghiệm lớn 2. 

Bài tập 6: Cho phương trình bậc hai: x
2
 + 2(a + 3)x + 4(a + 3) = 0. 

a) Với giá trị nào của tham số a thì phương trình có nghiệm kép. Tính các nghiệm kép đó. 

b) Xác định a để phương trình có hai nghiệm phân biệt lớn hơn -1. 

Bài tập 7: Cho phương trình: x
2
 + 2(m - 1)x - (m + 1) = 0. 

a) Tìm giá trị của m để phương trình có một nghiệm nhỏ hơn 1 và một nghiệm lớn hơn 1. 

b) Tìm giá trị của m để phương trình có hai nghiệm nhỏ hơn 2. 

Bài tập 8: Tìm m để phương trình: x
2
 - mx + m = 0 có hai nghiệm thỏa mãn: x1 ≤ -2 ≤ x2. 

Bài tập 9: Tìm m để phương trình: (m + 1)x
2
 + mx + 3 = 0 có hai nghiệm thoả mãn x1 < - 2 < 1 

< x2. 

Bài tập 10: Tìm m để phương trình: x
2
 – 2mx + m = 0 có hai nghiệm x1, x2 (-1;3). 

Bài tập 11: Tìm m để phương trình: x
2
 – 2x – 3m = 0 thoả mãn: 1 2

m
x 1 x

2
   . 
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CHUYÊN ĐỀ 11 

SO SÁNH MỘT SỐ VỚI CÁC NGHIỆM CỦA PHƢƠNG TRÌNH BẬC HAI 

1. Kiến thức cơ bản: 

Giả sử phương trình bậc hai: f(x) = ax
2
 + bx + c = a(x - x1)(x - x2) = 0 có hai nghiệm x1, x2, (a ≠ 

0). 

Theo định lý Vi-ét, ta có:  

1 2

1 2

b
S = x + x = -

a

c
P = x x =

a







Dạng toán: 

Dạng 1: Tồn tại số  thỏa mãn x1 <  < x2. 

Biến đổi: x1 -  < 0 < x2 - . 

Đặt: x -  = y  x = y + . 

Suy ra: f(y) = a(y + )
2
 + b(y + ) + c = 0  (*) 

Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình (*) phải có hai nghiệm trái dấu. 

 P < 0. 

Dạng 2: Tồn tại số  thỏa mãn  < x1 < x2. 

Ta có:  < x1 < x2  0 <  - x1 <  - x2. 

Đặt: y =  - x  x =  - y. 

Suy ra: f(y) = a( - y)
2
 + b( - y) + c = 0  (*) 

Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình (*) phải có hai nghiệm dương phân biệt  

 


 
 

0

S 0

P 0

Hay có thể dùng cách khác 

 < x1 < x2  


 


  

  


0

af 0

S
0

2

Dạng 3: Tồn tại số  thỏa mãn 
1 2

x x   . 

Ta có: x1 < x2 <   x1 -  < x2 -  < 0 

Đặt: y =  x -   x = y - . 

Khi đó ta có phương trình: f(y) = a(y - )
2
 + b(y - ) + c = 0  (*) 

Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình (*) phải có hai nghiệm âm phân biệt 

 


 
 

0

S 0

P 0

Hay ta có thể dùng cách khác:  

1 2
x x    


 


  

  


0

af 0

S
0

2

Dạng 4: Cho hai số:  < , f(x) = ax
2
 + bx + c = 0, (a ≠ 0). 

(1)    1 2

1 2

x x
f f 0

x x

    
   

    
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 (2) 

 

 

 


    
        

   
   


1 2

1 2

1 2

0

af 0
x x

x x af 0
x x

S

2

 

2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Tìm m để phương trình: (2m - 1)x
2
 + (m

2
 - 1)x + m + 2 = 0 có hai nghiệm x1, x2 sao 

cho x1 < 1 < x2. 

 Giải 

Đặt f(x) = (2m - 1)x
2
 + (m

2
 - 1)x + m + 2. 

Từ giả thiết, ta có: x1 < 1 < x2  x1 - 1 < 0 < x2 - 1. 

Đặt: x - 1 = y  x = y + 1. 

Suy ra:  

f(y) = (2m - 1)(y + 1)
2
 + (m

2
 - 1)(y + 1) + m + 2 

       = (2m - 1)y
2
 + (m

2
 + 4m - 3)y + m

2
 + 3m. 

Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình f(y) = 0 có hai nghiệm phân biệt trái dấu  

 (2m - 1)(m
2
 + 3m) < 0 

 

m 3

1
0 m

2

 

  


 

Bài tập 2: Tìm m để phương trình: x
2
 - 3x + 2m - 1 = 0 có hai nghiệm phân biệt x1, x2 thỏa mãn 

điều kiện: 1 < x1 < x2. 

 Giải 

Ta có: 1 < x1 < x2  0 < 1 - x1 < 1 - x2. 

Đặt: y = 1 - x  x = 1 - y. 

Suy ra: 

f(y) = (1 - y)
2
 - 3(1 - y) + 2m - 1 = 0  

f(y) = y
2
 - y + 2m - 3 = 0 

Để thỏa mãn yêu cầu bài toán thì phương trình f(y) = 0 phải có hai nghiệm dương phân biệt 

 

 


    
   

0
2 13

P 1 0 m
3 8

S 2m 3 0

. 

Bài tập 3: Cho phương trình: x
2
 - 2mx + m

2
 - 1 = 0.  

Tìm giá trị của m để phương trình có 2 nghiệm thỏa mãn: -2 < x1 < x2 < 4. 

 Giải 

Để phương trình có 2 nghiệm thỏa mãn: -2 < x1 < x2 < 4 

 

 


 


 

  

    
     

   
 




 


1 2

1 2

0

a.f 2 0

S
2

2 x x 2
1 m 3

x x 4

0

a.f 4 0

S
2

2

 

Bài tập 4: Chứng minh rằng phương trình: f(x) = (x - a)(x - b) + (x - b)(x - c) + (x - c)(x - a) = 0, 

với a < b < c luôn có hai nghiệm phân biệt thỏa mãn: a < x1 < b < x2 < c. 

 Giải 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 54  

Nhận thấy rằng f(x) là một tam thức bậc hai với hệ số x
2
 là 3.  

f(b) = (b - a)(b - c) < 0, vì a < b < c. 

f(x) có hai nghiệm và x1 < b < x2. 

f(a) = (a - b)(a - c) > 0, vì a < b < c nên a nằm ngoài [x1; x2] mà a < b nên a < x1 < b < x2. 

f(c) = (c - a)(c - b) > 0, nên c nằm ngoài [x1; x2] mà c > b nên a < x1 < b < x2 < c. 

Bài tập 5: Biết 2a + 3b + 6c = 0. 

Chứng minh rằng phương trình ax
2
 + bx + c = 0 có ít nhất một nghiệm thuộc khoảng (0; 1). 

Giải 

Nếu a = 0 thì 3b + 6c = 0  
1

b. + c = 0
2

. Suy ra 
1

x=
2

là nghiệm của phương trình và  
1

0; 1
c
 . 

Nếu a ≠ 0 thì 2a + 3b + 6c = f(1) + f(0) + 4f
1

2

 
 
 

= 0. 

Nhưng f(0), f(1), f
1

2

 
 
 

không thể đồng thời bằng 0. Vì nếu như vậy thì phương trình bậc hai sẽ 

có 3 nghiệm phân biệt. Điều đó chứng tỏ, một trong ba biêut thức f(0), f(1), f
1

2

 
 
 

phải có hai 

biểu thức trái dấu.  

Vậy phương trình luôn có nghiệm thuộc khoảng (0; 1). 

3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Tìm m để phương trình: (m + 4)x
2
 + (m

2
 - m)x + 2m = 0 có hai nghiệm x1, x2 thỏa 

mãn: 

x1 < -1 < x2. 

Bài tập 2: Tìm m để phương trình (m + 1)x
2
 - (2m - 1)x + m = 0 có hai nghiệm x1, x2 thỏa mãn:

-2 ≤ x1 < x2. 

Bài tập 3: Cho phương trình: x
2
 - (2m - 3)x + m

2
 - 3m = 0. Xác định m để phương trình có hai 

nghiệm x1, x2 thỏa mãn: 1 < x1 < x2 < 6. 

Bài tập 4: Cho phương trình: 2x
2
 + (2m - 1)x + m - 1 = 0. Xác định m để phương trình có hai 

nghiệm x1, x2 thỏa mãn: - 1 < x1 < x2 < 1. 

Bài tập 5: Cho phương trình: f(x) = x
2
 - 2(m + 2)x + 6m + 1. 

a) Chứng minh phương trình trên có nghiệm với mọi m. 

b) Đặt x = t + 2. Tính f(x) theo t, từ đó tìm điều kiện đối với m để phương trình f(x) = 0 có hai 

nghiệm lớn 2. 

Bài tập 6: Cho phương trình bậc hai: x
2
 + 2(a + 3)x + 4(a + 3) = 0. 

a) Với giá trị nào của tham số a thì phương trình có nghiệm kép. Tính các nghiệm kép đó. 

b) Xác định a để phương trình có hai nghiệm phân biệt lớn hơn -1. 

Bài tập 7: Cho phương trình: x
2
 + 2(m - 1)x - (m + 1) = 0. 

a) Tìm giá trị của m để phương trình có một nghiệm nhỏ hơn 1 và một nghiệm lớn hơn 1. 

b) Tìm giá trị của m để phương trình có hai nghiệm nhỏ hơn 2. 

Bài tập 8: Tìm m để phương trình: x
2
 - mx + m = 0 có hai nghiệm thỏa mãn: x1 ≤ -2 ≤ x2. 

Bài tập 9: Tìm m để phương trình: (m + 1)x
2
 + mx + 3 = 0 có hai nghiệm thoả mãn x1 < - 2 < 1 

< x2. 

Bài tập 10: Tìm m để phương trình: x
2
 – 2mx + m = 0 có hai nghiệm x1, x2 (-1;3). 

Bài tập 11: Tìm m để phương trình: x
2
 – 2x – 3m = 0 thoả mãn: 1 2

m
x 1 x

2
   . 
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CHUYÊN ĐỀ 13 

GIÁ TRỊ LỚN NHẤT - GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT 

 

1. Kiến thức cơ bản: 

Định nghĩa: Cho hàm số y = f(x). 

Kí hiệu tập xác định của hàm số f(x) là D. 

Giá trị lớn nhất:  

m được gọi là giá trị lớn nhất của f(x) nếu: 

 

 

Kí hiệu:  
x D

m max f x


  hoặc giá trị lớn nhất của y = m. 

Giá trị nhỏ nhất:  

M được gọi là giá trị nhỏ nhất nếu: 

 

 

Kí hiệu:  
x D

M min  f x


  hoặc giá trị nhỏ nhất của y = M. 

2. Bài tập áp dụng theo dạng toán: 

Dạng 1: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức bậc hai. 

Cho biểu thức: f(x) = ax
2
 + bx + c, (a ≠ 0). 

Ta có: 

 

 

Giá trị lớn nhất của f(x): 

 GTLN f(x) = m, đạt được khi cx + d = 0 
d

x
c

   . 

Giá trị nhỏ nhất của f(x): 

 GTNN f(x) = M, đạt được khi ex + f = 0 
f

x
e

    

Bài tập 1: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: y = 2x
2
 + 6x + 10. 

 Giải 

Ta có:  y = 2x
2
 + 8x + 15 

 y = 2(x
2
 + 4x + 4) + 7 

 y = 2(x + 2)
2
 + 7 ≥ 7. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của y = 7, đạt được khi x + 2 = 0  x = -2. 

Bài tập 2: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: y = 5 + 4x - 4x
2
.  

 Giải 

Ta có:  y = 5 + 4x - 4x
2
 

 y = 6 -(1 - 4x + 4x
2
) 

 y = 6 - (1 - 2x)
2
 ≤ 6 

Vậy giá trị lớn nhất của y = 6, đạt được khi 1 - 2x = 0  
2

1
x  . 

Bài tập 3: Tìm giá trị của m, p sao cho: P = m
2
 – 4mp + 5p

2
 + 10m – 22p + 28 đạt giá trị nhỏ 

nhất . Tìm giá trị nhỏ nhất đó. 

 Giải 

Ta có:  P = m
2
 – 4mp + 5p

2
 + 10m – 22p + 28  

     = ( m – 2p)
2
 + ( p – 1)

2
+27 + 10(m – 2p) 

Đặt: X = m - 2p. 

Ta có: P = X
2
 + 10 X + (p - 1)

2
 + 27  

   = (X + 5) 
2
 + (p - 1)

2 
+ 2. 

Ta thấy (X + 5)
2
   0; (p - 1)

2   0, với mọi m, p. 

Do đó: P ≥ 2. 

P đạt giá trị nhỏ nhất khi X + 5 = 0 và p - 1 = 0. 

f(x)  m, với mọi xD 

f(x)  M, với mọi x0D 

f(x) = m - (cx + d)
2
 hoặc f(x) = M + (ex + f)

2
, với m, M là hai số thực. 
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Giải hệ điều kiện trên ta được: p = 1, m = -3.  

Suy ra: Giá trị nhỏ nhất của P = 2, với p = 1, m = -3  

Vậy p = 1 và m = -3 là hai giá trị cần tìm. 

Bài tập 4: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: P = 
x3

16x15x2 
. 

Giải 

Ta có P = 
x3

16x15x2 
= 
 

3

23

x3

4x
2




, với mọi x > 0 

Vì x > 0 nên 
 

2
x 4 23 23

3x 3 3


  . 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P = 
3

23
, đạt được khi x = 4. 

Bài tập 5: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: P = 
3x2x

10x6x3
2

2




. 

Giải 
Tập xác định: D = R. 

Ta có: P = 
3x2x

10x6x3
2

2




= 3 + 

  21x

1
2


.   

Vì  
  2

1

21x

1
2




nên ta có: P = 3 + 
  21x

1
2


   3 + 
2

1
= 3,5. 

Vậy giá trị lớn nhất của P = 3,5, đạt được khi (x + 1)
2
 = 0  x = -1  

Bài tập 6: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: P = 
 

2xy2yx

1xyyxy
2442

222




. 

Giải 

Ta có: P = 
 

2xy2yx

1xyyxy
2442

222




=  

   2

1

2x

1

2x1y

1y
224

4








, vì x

2
 + 2 ≥ 2. 

Vậy giá trị lớn nhất của P = 
2

1
, đạt được khi x = 0 và yR.  

Bất đẳng thức Cô si (Cauchy): 

Với hai số thực không âm x, y, z, t, ta có: 

x y
xy




2

 
 3

x y z
xyz

3

x y z t
xyz

  
 4

4

Với mọi số thức không âm x1, x2, ..., xn, ta có: 

n n
n

x x ... x
x x ...x

n

  
1 2

1 2

Đẳng thức chỉ xảy ra khi và chỉ khi x1 = x2 = ... = xn. 

Đại lượng nx x ... x

n

  1 2 được gọi là trung bình cộng của các số x1, x2, ..., xn. 

Dạng 2: Tìm GTLN, GTNN của biểu thức đại số bằng cách đƣa về dạng 
 

 


P x
0

Q x

hoặc 
 

 


P x
0

Q x
, với P(x) và Q(x) là các đa thức có bậc lớn hơn 0. 

Dạng 3: Tìm GTLN, GTNN của biểu thức đại số bằng cách áp dụng bất đẳng thức Côsi. 
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Đại lượng 
1 2 nx x ...x  được gọi là trung bình nhân của các số x1, x2, ..., xn. 

Bài tập 7: Tìm giá trị nhỏ  nhất của biểu thức: P  = 
x

2x8 2 
, với x > 0. 

 Giải 

Ta có: P = 
x

2x8 2 
= 8x + 

x

2
.  

Ta thấy 8x và 
x

2
 là hai đại lượng lấy giá trị dương. 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương là 8x và 
x

2
 ta có: 

  8x + 
x

2
.8162

x

2
.x82   

Dấu bằng xảy ra khi: 8x = 
x

2
  x =

2

1
. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P = 8, đạt được khi x =  
2

1
. 

Bài tập 8: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: P = 2x + 
x8

1
, với x > 0. 

 Giải 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương: 2x và 
x8

1
, ta có: 

 P = 2x + 1
4

1
2

x8

1
.x22

x8

1
  hay P ≥ 1. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P = 1, đạt được khi 2x = 
x8

1
 x = 

4

1
. 

 

 

 

Bất đẳng thức Buanhiakovski:  

Cho hai dãy số thực a1, a2, ..., an và b1, b2, ..., bn. Khi đó ta có bất đẳng thức sau: 

 

(a1b1 + a2b2  + ... +anbn)
2
   (a1

2
 + a2

2
 + ... +an

2
)(b1

2
 + b2

2 
... + bn

2
) 

Dấu bằng xảy ra khi 1 2 n

1 2 n

a a a
= = .... =

b b b
 

Bài tập 9: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: P = x
2
 + y

2
 + z

2
. Biết: x + y + z = 1995. 

 Giải 
Áp dụng bất đẳng thức Bunhiakovski cho bộ ba số: (1, 1, 1) và (x, y, z) ta có: 

     (x.1 + y.1 + z.1)
2
 ≤ (1 + 1+ 1)(x

2
 + y

2
 + z

2
) 

 ( x + y + z )
2
 ≤ 3(x

2
 + y

2
 + z

2
) 

 1995
2
 ≤ 3(x

2
 + y

2
 + z

2
), vì x + y + x = 1995.  

Từ đó, ta có: P = x
2
 + y

2
 + z

2
   

3

19952

. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P = 
3

19952

, đạt được khi 665zyx
1995zyx

zyx









. 

Bài tập 10: Cho biểu thức: z5y4x2P  .  

Trong đó x, y, z là các đại lượng thoả mãn điều kiện: x
2
 + y

2
 + z

2
 = 169. Tìm giá trị lớn nhất của 

P. 

 Giải 

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiakovski cho bộ ba số:(2, 4, 5 ) và (x, y, z), ta có: 

Dạng 4: Tìm GTLN,GTNN bằng phƣơng pháp sử dụng bất đẳng thức Bunhiacôpxki 

(Bouniakovski ) hay còn gọi là bất đẳng thức Cauchy - Schwarz (C - S). 

 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 58  

     222
2

22
2

zyx542z5y4x2 




 

Hay P
2
     222

2
22 zyx542 





  ,  

vì  x
2
 + y

2
 + z

2
 = 169 nên P

2
  25.169. 

Vậy giá trị lớn nhất của P = 65, đạt được khi 












169zyx

5

z

4

y

2

x

222

. 

Từ đó tìm được: x = 
5

26
;

5

26
 . y = .

5

52
;

5

52
 z = 

5

513
;

5

513
 . 

* Lưu ý:  

- Giá trị lớn nhất của A = 
 
a

f x
(với a là số dương) là 

 
a

GTNN  f xcña
. 

- Giá trị nhỏ nhất của B = 
 
b

f x
(với b là số dương) là 

 
b

GTLN  f xcña
. 

3. Bài tập áp dụng chung: 

Bài tập 1: Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức sau: 

a) A = x
2
 - 4x + 7    

b) B = 4x
2
 + 5x - 1 

c) C =  2 225x - 20x + 4 + 25x -30x +9

Giải 

a) Ta có: A = x
2
 - 4x + 7 = (x - 2)

2
 + 3  3. 

Vậy GTNN của A là 3, đạt được khi x - 2 = 0  x = 2. 

b) Ta có: B = 4x
2
 + 5x - 1 = x

 
    

 

2
5 21 21

2
2 4 4

. 

Vậy GTNN của B là 
21

4
, đạt được x x    

5 5
2 0

2 4
. 

c) Ta có:  

   
2 22 2C = 25x - 20x + 4 + 25x -30x +9 = 5x - 2 + 5x -3

 x ;   
2

5 2 0 đạt được khi 
5

x =
2

. 

Và  

 x ;   
2

5 3 0 đạt được khi 
5

x =
3

Với 
5

x =
2

hoặc 
5

x =
3

thì GTNN của C = 0. 

Bài tập 2: Tìm giá trị lớn nhất của P =  x 1- x

Giải 

P =  x x x x x
 

       
 

2
1 1 1

1
4 2 4

Đẳng thức xảy ra khi x x  
1 1

2 4

Do đó giá trị lớn nhất của P là 
1

4
đạt khi 

1
x =

4
. 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 59  

Bài tập 3: Tìm giá trị của x để biểu thức 
2

1

x - 2 2x + 5
 có giá trị lớn nhất. 

 Giải 
Ta có: 

    x x x

x x

     

 
 

2
2

2

2 2 5 2 3 3

1 1

32 2 5

 

Khi x = 2  thì biểu thức 
2

1

x - 2 2x + 5
 đạt giá trị lớn nhất là 

1

3
. 

Bài tập 4: Với hai số không âm x và y. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức sau: 

4009
P = x - 2 xy + 3y - 2 x +

2
 

 Giải 

Đặt: x = a, y = b , với a, b 0, ta có: 

P = a
2
 - 2ab + 3b

2
 - 2a + 2004,5 

   = a
2
 - 2(b+ 1)a + 3b

2
 + 2004,5 

   = a
2
 - 2(b + 1)a + (b + 1)

2
 + 2b

2
 - 2b + 2003,5 

  

 

 

a b b b ,

a b b

 
        

 

 
       

 

2 2

2
2

1 1
1 2 2003 5

4 2

1
1 2 2003 2003

2

 

Vì  a b  
2

1 0  và b ,  a, b
 

   
 

2
1

0
2

. 

P = 2003 khi 

a b a

b
b


    

 
    

3
1

2
1

10
2

2

 

Vậy GTNN của P = 2003 đạt được khi 

x x

y y

 
   

 
  
  

3 9

2 4

1 1

2 4

. 

Bài tập 5: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
x x 2

6

2 4
. 

 Giải 

Ta có: x
2
 - 2x + 4 = (x -1)

2
 + 3  3. 

Do đó: .
x x

 
 2

6 1
6 2

2 4 3
 

Dấu "=" xảy ra khi x - 1 = 0  x = 1. 

Vậy GTLN của 
x x 2

6

2 4
 là 3.  

Bài tập 6: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
x x  2

10

4 9
. 

 Giải 

Ta có: -x
2
 + 4x - 9 = -5 - (x - 2)

2
  - 5. 

Do đó: 
x x

  
   2

10 10
2

4 9 5
. 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x - 2 = 0  x = 2. 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 60  

Vậy GTNN của biểu thức 
x x  2

10

4 9
là -2. 

Bài tập 7: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
2

2

8x -50x + 79

x - 6x + 9
. 

Giải

Ta có:  

   

 

22

22

2 2

2

8 x - 6x + 9 - 2 x -3 +18x -50x + 79
  =

x - 6x + 9 x -3

1 1 1 1
= 8- 2. + = - 2. +1+ 7

x -3 x -3 x -3 x -3

1
= -1 + 7 ³ 7

x -3

   
   
   

 
 
 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x x .
x

      


1
1 0 3 1 4

3

Vậy GTNN của biểu thức 
2

2

8x -50x + 79

x - 6x + 9
là 7. 

Bài tập 8: Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của biểu thức 
x

A
x




2

8 3

4 1
. 

Giải 

    
x

A
x




2

8 3

4 1

 A(4x
2
 + 1) = 8x + 3 

 4Ax
2
 - 8x + A - 3 = 0. 

Ta có:  = 8
2
 - 4.4A.(A - 3) = 0. 

 A
2
 - 3A - 4 = 0 

 A = -1, A = 4. 

Giá trị nhỏ nhất là của A là -1 đạt được khi x = -1 và giá trị lớn nhất của A là 4 đạt được khi x = 

1

4
. 

Bài tập 9: Cho hai số thực x, y thoả mãn  điều kiện: x
2
 + y

2
 = 1.  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: M = x + y. 

Giải 

Ta có: (x + y)
2
  2(x

2
 + y

2
) = 2  M

2
  2 2 M 2  

Suy ra Min M = - 2 , đạt được khi 
2

x = y = -
2

Bài tập 10: Cho x, y, z là ba số không âm thoả mãn: xy + yz + zx = 100.  

Tìm giá trị lớn nhất của P = xyz. 

Giải 

Ta có:  P  0. Xét 100 = xy + yz + zx 33 xy.yz.zx
3

3 2 2100
100 3 P P

3

100 100
P

3 3

 
    

 

 

Suy ra: maxP = 
100 100

3 3
, đạt được xy = yz = zx. 

Bài tập 11: Cho biểu thức y = x - x -1993 (với x > 1993). Tìm giá trị nhỏ nhất của y. 

Giải 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 61  

Ta có: y = (x - 1993) - x -1993  + 1993 = 

2
1 7971 7971

x 1993
2 4 4

 
    

 
 

Suy ra: min y = 
7971

4
. 

Bài tập 12: Cho a và b thoả mãn a + b = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức E = a
3
 + b

3
 + ab. 

 Giải 
Ta có: E = (a + b)(a

2
 - ab + b

2
) + ab = a

2
 - ab + b

2
 + ab  = a

2
+ b

2
 

Ta lại có: 2(a
2
 + b

2
)  ( a+ b)

2
 = 1  a

2
 + b

2
  

1

2
 

Suy ra: MinE = 
1

2
, đạt được khi a = b = 

1

2
. 

Bài tập 13: Cho biểu thức: P = a +3- 4 a -1 + a +15-8 a -1 , (với a > 1) 

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P. 

 Giải 

Ta có:  

 a + 3 -  
2

4 a -1 = a -1 - 2  

 a + 15 -  
2

8 a -1 = a -1 - 4  

P a 1 2 a 1 4 a 1 2 4 a 1 2             
 

Suy ra: minP = 2 đạt được khi a= 1. 

Bài tập 14: Cho biểu thức: Q = (x - ay)
2
 + 6(x - ay) + x

2
 + 16y

2
 - 8xy + 2x - 8y + 10. 

Với x, y, a là các số nguyên. Tìm giá trị nhỏ nhất của Q. 

 Giải 

Ta có: Q = (x - ay + 3)
2
 + (x - 4y)

2
 + 2(x - 4y) + 1 = (x- ay + 3)

2
 + (x - 4y + 1)

2
  0. 

Suy ra: minQ = 0, đạt được khi x - ay + 3 = 0 và x - 4y + 1  = 0. 

Bài tập 15: Cho hai số dương x và y có tổng bằng 1.  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
2 2

1 1
T = 1- 1-

x y

  
  

  
. 

 Giải 

Biến đổi: T = 1 + 
2

xy
 

Mà: 1 = (x + y)2 
2

4xy 8 T 9
xy

      

Suy ra: Giá trị nhỏ nhất của T = 9, đạt được khi x = y = 
1

2
 

Bài tập 16: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 
2

x
y =

x +1
 

 Giải 

Tập xác đinh D = R  y0 là một giá trị của hàm số 

 Phương trình 
0 2

x
y =

x +1
 có 1 nghiệm x  R. 

 Phương trình 2

0 0
x y + y = x  có 1 nghiệm x  R. 

 Phương trình 2

0 0
x y - x + y = 0  có 1 nghiệm x  R. 

   0 

 1 - 4y
2
  0 

 y
2
  4 

 y  
1 1

2 2
 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 62  

Vậy giá trị nhỏ nhất của y = 
1

2
, giá trị lớn nhất của y = 

1

2
. 

Bài tập 17: Xác định các tham số a, b sao cho hàm số y = 
2

ax + b

x +1
đạt giá trị lớn nhất bằng 4, giá 

trị nhỏ nhất bằng -1. 

Giải 
Tập xác định D = R. 

y0 là một giá trị của hàm số  phương trình 
0 2

ax + b
y =

x +1
có nghiệm x  R. 

 Phương trình y0x
2
 - ax + y0 - b = 0 có nghiệm x  R (1) 

Nếu y0 = 0 thì (1)  ax = - b có nghiệm. 

a b

a

 
 



0

0

Nếu y0  0 thì (1) có nghiệm 

   0  

 a
2
 - 4(y0 - b)y0  0. 

 y by a   2 2

0 04 4 0

Theo đề bài y0 đạt giá trị lớn nhất là 4, giá trị nhỏ nhất là -1 nên phương trình   2 2

0 04y 4by a

phải có nghiệm là -1 và 4 (Do -1.4 = - 4 < 0). 

Theo định lý Viét, ta có: 

a
a

b
b


  

 
 

2

44
4

3
3

Vậy với a = 4; b = 3 hoặc a = -4, b = 3 thì min y = -1, max y = 4. 

Bài tập 18: Cho a1  a2  ...  n. 

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: A = |x - a1| + |x - a2| + ... + |x - an|. 

(Đề thi vào lớp 10 chuyên Toán trường PTNK TP. HCM) 

Giải 
Ta xét 2 trường hợp, n chẵn và n lẻ. 

Với n chẵn, đặt n = 2k. Ta có: 

A = |x - a1| + |x - a2| + ... + |x - ak| + |ak+1 - x| + |ak+2 - x| + ... + |a2k - x| 

 x - a1 + x - a2 + ... + x - ak + ak+1 - x + ak+2 - x + ... + a2k - x 

= -a1 - a2 - ... - ak + ak+1 + ... + a2k. 

Dấu bằng có thể xảy ra, chẳng hạn như x = ak. 

Với n chẵn, đặt n = 2k. Ta có: 

A = |x - a1| + |x - a2| + ... + |x - ak| + |ak+1 - x| + |ak+2 - x| + |ak+3 - x| +... + |a2k+1 - x| 

 x - a1 + x - a2 + ... + x - ak + ak+1 - x + ak+2 - x + ak+3 - x ... + a2k+1 - x 

= -a1 - a2 - ... - ak + ak+1 + ak+3 ... + a2k+1. 

Dấu bằng có thể xảy ra, chẳng hạn như x = ak+1. 

Bài tập 19: Cho a, b là các số thực thỏa mãn a
2
 + b

2
 = 1.  

Tìm giá trị lớn nhất của: P = (|a + 1| + |b + 1|) + (|a - 1| + |b + 1|)  

Giải 

Theo bất đẳng thức Bouniakovski. Ta có: 

1.|a + 1| + 1.|a - 1|    a a a      
 

2 2 22 1 1 2 1

1.|b + 1| + 1.|b - 1|    b b b      
 

2 2 22 1 1 2 1

 . a . b a b      2 2 2 22 1 2 1 8 2 2 6

Cộng các vế bất đẳng thức, ta được: 

(|a + 1| + |b + 1|) + (|a - 1| + |b + 1|) a b    2 22 1 2 1 2 6

Vậy giá trị lớn nhất của P là 2 6 .  



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 63  

Bài tập 20: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: A = |2x - 3| + |2x - 1| 

 Giải 

Áp dụng BĐT: |x| + |y|  |x + y| 

Dấu "=" xảy ra khi xy  0. 

Suy ra: A = |2x - 3| + |2x - 1|  |2x - 3 +1 - 2x| = |-2| = 2. 

Dấu "=" xảy ra khi (2x - 3)(1 - 2x)  0 x  
1 3

2 2
  

Vậy Min A = 2 khi x 
1 3

2 2
. 

Bài tập 21: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức B = |x
2
 + x + 3| + |x

2
 + x - 6| 

 Giải 

Tương tự (Bài tập 3): Min B = 9 khi -3  x  2. 

Bài tập 22:  Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: C = |x - 1| + |x - 2| + |x - 3| + |x - 4| 

 Giải 

Tương tự (Bài tập 4): Min B = 4 khi 2  x  3. 

Bài tập 23: Cho a < b < c < d. Tìm: Min f(x) = |x - a| + |x - b| + |x - c| + |x - d| 

HD: Tương tự (Bài tập 5), ta có: Min f(x) = d + c - b - a đạt được khi  b  x  c. 

Bài tập 24: Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất nếu có của các biểu thức sau: 

a) E =|x - 1| + |x - 3|  b) F = |2x - 1|
2 
- 3|2x - 1| + 2 

 Giải 

a)  

x                                         1                                  3 

x – 1                    -                    0                +                                 + 

x - 3                    -                                       -                0               + 

 

Khi x < 1: E = 1 – x + 3 – x = 4 – 2x > 4 – 2.1 = 2. 

Khi 1 x 3  : E = x – 1 + 3 – x = 2. 

Khi x > 3: E = x – 1 + x – 3 = 2x – 4 > 2.3 – 4 = 2. 

Vậy minE = 2 khi 1 x 3  . 

b) Đặt t 2x 1 0    khi đó 

2

2 3 1 1
F t 3t 2 t , t

2 4 4

 
         

 
 

Dấu “=” xảy ra khi 

5
x

3 3 3 4
t 2x 1 2x 1

12 2 2
x

4




         
  


 

Vậy minF = 
1

-
4

 khi 
5

x =
4

 hoặc 
1

x = -
4

. 

Bài tập 25: (Áp dụng bất đẳng thức Cauchy) 

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của: Z = x
2
y(4 - x - y) 

Trong đó 
x,  y 0

x y



 



 6

 

(Đề thi vào lớp 10 Chuyên Toán ĐHTH Hà Nội năm 1993) 

 Giải 

Ta tìm GTLN. 

Ta có: x
2
y(4 - x - y) =  

x x
4. . .y 4 - x - y .

2 2
  

Nhận thấy bộ 4 số 
x x

; ; y; 4 - x - y
2 2

 có tổng là 4. Nhưng 4 - x  - y nhận giá trị không âm, do đó 

ta xét 2 trường hợp: 

Xét 0  x + y  4, ta có: 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy: 
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Z = x
2
y(4 - x - y) =  

x x
y x y

x x
. . .y x y

 
     

    
 
 

4

4
2 24 4 4 4

2 2 4

Dấu "=" xảy ra khi x = 2; y = 1. 

Xét 4  x + y, ta có: Z  0 < 4.  

Như vậy trong mọi trường hợp ta đều có Z  4. 

Vậy Zmax = 4. Đẳng thức xảy khi x = 2, y = 1. 

Ta tìm GTNN. 

Xét 4  x + y  6. 

Ta có: x + y - 4  6 - 4  2. (1) 

Áp dụng bất đẳng thức cho 3 số không âm x; x; 2y ta có: 

 x yx x y

x.x. y
x y

   
  

       

3
3

3
2

22

32 43
32

2 2 2 2
(2) 

Suy ra:  - x
2
y  - 32 

Nhân các vế của bất đẳng thức trên với nhau ta được: 

x
2
y(4 - x - y)   x

2
y.2   - 32.2 = - 64. 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x = 4, y = 2. 

Xét 0  x + y   4, ta có: Z  0 > - 64. 

Vậy trong mọi trường hợp Z  - 64. Suy ra Zmin = - 64. 

Bài tập 26: (Áp dụng bất đẳng thức Bouniakovski) 

a) Cho x, y thỏa: x y y x   2 21 1 1    (1) 

Chứng minh x
2
 + y

2
 = 1.     (2) 

b) Từ (2) có thể suy ra (1) được hay không? 

(Đề thi vào lớp 10 PT Năng Khiếu TP.HCM năm 1999( 

Giải 

a) Áp dụng bất đẳng thức Bouniakovski cho hai bộ   2x,  1 x và   21 y ,  y ta được: 

         

    

2 2 2 2 2 2

2 2

    x 1 y 1 x .y x 1 x 1 y y

x 1 y y 1 x 1

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 


 




 



  
   

  

2

2

2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 yx
0

y1 x

x 1 y

1 x y

x 1 x 1 x x
1

1 y y 1 y y

 x
2
 = 1 - y

2
 

 x
2 

+ y
2
 = 1. 

b) Từ việc xét dấu bằng, chúng ta thấy ngay nếu x, y,  0 thì (1)  (2). Tuy nhiên ở đây do đề 

bài không cho x, y là các số thực dương nên ta dễ dàng chỉ ra trường hợp (2)  1. Chẳng hạn 

như x = 0, y = -1. 

Bài tập 27: Cho a, b, c  [0; 1].   

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: f(a, b, c) = a + b + c - ab - ac - bc. 

(Chuyên đề Toán học số 7 - PTNK TP.HCM) 

Giải 

Ta sẽ chứng minh f(a, b, c)  max{f(a,b,0), f(a, b, 1)}.  

Thật vậy: 
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Nếu 1 - a - b 0 thì 

f(a, b, c) = a + b - ab + c(1 - a - b)  a + b - ab + (1 - a - b) = f(a, b, 1). 

Nếu 1 - a - b  0 thì f(a, b, c) = a + b - ab + c(1 - a - b)  a + b - ab = f(a, b, 0) 

Như vậy f(a, b, c)  max{f(a, b, 1), f(a, b, 0)} 

Ở đây ta có thể lý luận một cách tương tự như trên, để suy ra rằng: 

f(a, b, c)  max {f(0, 0, 0), f(0, 0, 1), f(0, 1, 1), f(1, 1, 1)} và tính toán trực tiếp các giá trị trên để 

suy ra f(a, b, c)  1. Dấu bằng xảy ra chẳng hạn như a = b = 0, c = 1. 

Hoặc là ta sẽ đánh giá f(a, b, 1), f(a, b, 0). 

f(a, b, 1) = 1 - ab  1. 

f(a, b, 0) = a + b - ab = (a - 1)(1 - b) + 1  1. 

Dấu bằng xảy ra chẳng hạn như a = b = 0, c = 1. 

Vậy max f(a, b, c) = 1. Dấu "=" xảy ra khi a = b = 0, c = 1. 

Bài tập 28: (Áp dụng bất đẳng thức Cauchy) 

Cho x > 0, y > 0 thỏa mãn điều kiện 
1 1 1

+ =
x y 2

. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức A = 

x + y . 

 Giải 

Vì x  > 0; y > 0 nên    
1 1

0; 0; x 0; y 0,
x y

 theo bất đẳng thức Cauchy, ta có: 

 

   

 
 
 

1 1 1 1 1
   .

x y 2 x y

1 1
xy 4

4xy

 

Vận dụng bất đẳng thức Cauchy với hai số dương x  và y , ta được: 

A = x + y ³ 2 x. y ³ 2 4 = 4 . 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x = y = 4. 

Vậy Min A = 4, đạt được khi x = y = 4. 

Bài tập 29: (Áp dụng bất đẳng thức Bouniakovski) 

Cho a, b, c > 0. Tìm min 
5a 4b 3c

P = + +
b + c c + a a + b

 

 Giải 

   

       

   

   

   

   

        
  

 
        

   

 
                 

     
2

5a 4b 3c
P 5 4 3 (5 4 3)

b c c a a b

5 4 3
a b c 5 4 3

b c a c a b

1 5 4 3
a b b c c a 5 4 3

2 b c a c a b

1
5 4 3 5 4 3

2

 

(Theo bất đẳng thức bouniakovski) 

Vậy min P =        
21

5 4 3 5 4 3
2

 khi và chỉ khi 
  

 
b c a c a b

5 4 3
. 

6. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Tìm GTLN và GTNN của biểu thức: 

a) A = (3x - 1)(2 - x)   b) B = (2x + 1)(x + 2) - (4x
2
 - 2x) 

c) C = (5x + 2)(1 + 3x).  d) D = (4x + 3)(3x - 1) 

Bài tập 2: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức p = 2 - 5x
2
 - y

2
 - 4xy + 2x. 
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ĐS: Max P = 3 khi (x; y) = (1; -2) 

Bài tập 3: Tìm giá trị nhỏ nhất của f(x, y) = x
2
 - 2xy + 6y

2
 - 12x + 45. 

ĐS: f(x, y) = (x - y - 6)
2
 + 5y

2
 + 9  9. 

Bài tập 4: Cho hai số x, y thỏa mãn đẳng thức: 8x
2
 + y

2
 + 

2

1

4x
=4. 

Xác định x, y để tích xy đạt giá trị nhỏ nhất.

HD: Thêm 4xy + 4x
2
 vào hai vế. 

KQ: Tích xy đạt GTNN là 
1

2
khi 

1
x = ± ; y = ±1

2
Bài tập 5: Cho a là số cố định, còn x, y là những số biến thiên. Hãy tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

thức: A = (x - 2y + 1)
2
 + (2x + ay + 5)

2
. 

ĐS: A  0 khi a  - 4, A = 
9

5
khi a = - 4. 

Bài tập 6: Cho biểu thức P = x
2
 + xy + y

2
 - 3(x + y) + 3. Chứng minh rằng giá trị nhỏ nhất của P 

bằng 0. 

Bài tập 7: Tìm giá trị lớn nhất B = 
2

2

3x +14

x + 4

Bài tập 8: Tìm giá trị nhỏ nhất của f(x) = 
  2

2

6x 5 9x

Bài tập 9: Tìm giá trị lớn nhất của f(x) = 


 

6

x 3 x 7

Bài tập 10: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của A = 


2

3 4x

x 1

Bài tập 11: Tìm giá trị nhỏ nhất của phân thức B = 


 2

4x 3

x x 1
Bài tập 12: Tìm cực trị các đa thức sau: 

a) Tìm Min A = 4x
2
 - 4x + 6   b) Tìm Max B = - x + 3 x - 7 

c) Tìm Min và Max của f(x) = x
2
 - 4x + 6 khi x   3; 4

Bài tập 13: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: f(x) =     x -1 x + 2 x +3 x + 6

Bài tập 14: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số: y = 
 

3

4

2

12x x - a

x + 36

 
 
 

ĐS: Max y =  
3

24 6 + a + 36

Bài tập 15: Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của biểu thức y = 
 

 

2

2

x 2x 2

x 2x 2

ĐS: Max y = 3 + 2 2 , Min y = 3 - 2 2 . 

Bài tập 16: Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của biểu thức y = 
3 x + 3 + 4 1- x +1

4 x + 3 + 3 1- x +1

ĐS: Max y = 
9

7
khi x = - 3; Min y =  khi x = 1. 

Bài tập 17: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số: f(x) = x + 2 1
x ,  x>0

x

ĐS: Min f(x) = 2, với x > 0. 

Bài tập 18: Tìm giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của biểu thức A = 
  2

1

2 3 x

Bài tập 19: Tìm giá trị nhỏ nhất của A = 


2 1

1 x x
, với 0 < x < 1. 
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Bài tập 20: Tìm giá trị nhỏ nhất, lớn nhất của: 

a) A = 2x +  25 x   b) B =  2x 99 + 101- x  

Bài tập 21: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức A = 
2

2

3x +14x +15

x + 4x + 4
. 

ĐS: Max A = 4, đạt được khi x = - 4. 

Bài tập 22: Tìm giá trị lớn nhất của các biểu thức sau: 

a) 
 2

1
A

9x 12x 11
   b) 

 2

5
B

4x 4x 21
 

Bài tập 23: Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức sau: 

a) 
2

1

-4x + 20x - 29
   b) 

2

7
B =

-25x +10x -12
 

Bài tập 24: Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức sau: 

a) 
2

2

x - x +1
A =

x - 2x +1
 với 1x    b) 

2

2

11x - 70x +112
B =

x +9 - 6x
, với 3x  . 

Bài tập 25: Tìm giá trị lớn nhất của các biểu thức sau: 

a) 
2

2

x +10x + 20
A = ,

x + 6x +9
 với x -3    b) 

2

2

x + 4x -14
B =

x - 2x +1
, với 1x  . 

Bài tập 26: Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của các biểu thức sau: 

a) 
2

4x + 3
A =

x +1
     b) 

2

2

2x - 2x + 9
B =

x + 2x + 5
. 

Bài tập 27: Bài toán vui. 

Xuân, Hạ, Thu, Đông là bốn bạn học rất giỏi Toán của lớp 9A. 

Xuân đố các bạn: 

Cho biểu thức 1:2:3: ... : 2004:2005. Hãy viết thêm dấu ngoặc để biểu thức mới có kết quả: 

a) Nhỏ nhất     b) Lớn nhất. 

Vừa nghe xong câu đố. 

Hạ đã nói rằng: Thêm dấu ngoặc như sau sẽ được kết quả nhỏ nhất 

(1:2:3: ... :2004) : 2005 

Thu tiếp lời: Thêm dấu ngoặc như sau sẽ được kết quả lớn nhất 

1:(2:3: ... : 2004:2005) 

Và Đông sẽ nói gì các bạn biết không? 

ĐS: Có lẽ Đông sẽ nói: Cả Hạ và Thu đều đúng. 

Bài tập 28: Cho a + b = 1. Tính giá trị nhỏ nhất của biểu thức M = a
3
 + b

3
. 

ĐS: Min M = 
1

4
 , đạt được khi a = b = 

1

2
. 

Bài tập 29: Cho a
3
 + b

3
 = 2. Tính giá trị lớn nhất của N = a + b. 

ĐS: Max N = 2, đạt được khi a = b = 1. 

Bài tập 30: Cho biểu thức M = a
2
 + ab + b

2
 - 3a - 3b + 2001. Với giá trị nào của a và b thì M đạt 

giá trị nhỏ nhất? Tìm giá trị nhỏ nhất đó. 

ĐS: Min M = 1998, đạt được khi a = b = 1. 

Bài tập 31: Tìm GTLN của biểu thức: 2 2A = x 9- x  

Bài tập 32: Cho x, y, z là các số thực thoả mãn xy + yz + zx = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu 

thức P = x
4
 + y

4
 + z

4
 

Đáp số: minP = 
1

3
, đạt được khi x = y = z= 

3

3
 

Bài tập 33: Cho ba số dương x, y, z có tổng bằng 1.  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: Q = 
2 2 2x y z

y z x z y x
 

  
 

Đáp số: minQ = 
1

2
. 

Bài tập 34: Cho hai số dương a  b, x và y là hai biến thoả mãn: x  a, x + y  a + b. 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 68  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: S = x
2
 + y

2
. 

Đáp số: minS = a
2
 + b

2
. 

Bài tập 35: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: E = 2 2x x 1 x x 1    

Đáp số: min E = 2, đạt được khi x = 0. 

Bài tập 36: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: y = 
2

2

20x 10x 3

3x 2x 1

 

 
Đáp số: max y = 7, đạt được khi x = -2. 

Bài tập 37: Tìm giá trị của m để giá trị lớn nhất của hàm số: y = -x
2
 - 2ax + 2 

trên tập D = [1, 3] có giá trị bằng 5. 

Đáp số: a = -2 hoặc a = - 3

Bài tập 38: Cho ba số thực a, b, c thoả mãn: 
a,  b, c 0

a b c 3




  

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: A = 
2 2 2

a b c

1 a 1 b 1 c
 

  

Đáp số: maxA = 
3

2
, đạt được khi a = b = c= 1. 

Bài tập 39: Cho ba số a, b, c là các số không âm thoả mãn đồng thời 3a + 2c = 51 và c + 5b = 21.

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: P = a + b + c. 

Đáp số: maxP = 24, đạt được khi b = 0, c = 21, a = 3. 

Bài tập 40: Cho hai số thực x, y thoả mãn hệ thức: 8x
2
 + y

2
 + 

2

1
4

4x
 . 

Xác định x, y để tích xy đạt giá trị nhỏ nhất. 

(Đề thi tuyển sinh chọn HSG lớp 9 tỉnh Thừa Thiên Huế năm 2003-2004) 

Đáp số: min xy = 
1

2
 khi (x, y) = 

1 1
, 1 ; - , 1

2 2

   
   
   

Bài tập 41: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: P = 5x
2
 + 9y

2
 - 12xy + 24x - 48y - 82 

(Đề thi tuyển sinh THPT Chuyên Lê Hồng Phong năm học 2004-2005) 

Đáp số: min P = 2m, đạt được khi (x, y) = 
16

4, 
3

 
 
 

. 

Bài tập 42: Tìm giá trị nhỏ nhất A = 
2

2

3x -8x + 6

x - 2x +1
Bài tập 43: Tìm GTNN của: A = 3

x
 + 3

y
 với x + y = 4.

Bài tập 44: Tìm GTLN và GTNN của các hàm số sau: 

a) 
2

2

x - x +1
a =

x + x +1
b) 

2

x +1
B =

x +1

Bài tập 45: Cho các số thực x, y, z  [1; 2]. 

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 
     

2 - xy 2 - yz 2 - zx
P = + =

z x + y x y + z y z + x

Bài tập 46: Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của các biểu thức sau, biết x  [-2; 3]. 

a) A = |2x + 1| + 3 

b) B = |x + 1| + |2x - 1| 

c) C = |x
2
 - 2x| 

Bài tập 47: Tìm giá trị nhỏ nhất của A = |x - 1| + |x - 3|. 

ĐS: Min A = 3. 

Bài tập 48: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
  

  
2

2 2

x + y 1- xy

1+ x 1+ y

Bài tập 49: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số f(x) = 
2

2

2x + x -1

x - x +1



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 69  

Bài tập 50: Tìm giá trị lớn nhất của A = |x - y|, biết x
2
 + 4y

2
 = 1. 

Bài tập 51: Tìm giá trị nhỏ nhất, lớn nhất của A = x - 2 + y -1  với |x| + |y| = 5. 

Bài tập 52: Tìm GTLN của: A = |x - y|, biết x
2
 + 4y

2
 = 1. 

Bài tập 53: Cho a, b, c là các số thực phân biệt. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

a b c
A = + +

b - c c - a a - b
 

ĐS: Min A = 2. 

Bài tập 54: Cho các số thực x, y, z khác nhau đôi một. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

     

3 3 3 3 3 3

3 3 3

x - y y - z z - x
A = + +

x - y y - z z - x
 

Bài tập 55: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức sau: 

 
     

2 2 2

2 2 2

1 1 1
B = x + y + c + +

x - y y - z z - x

 
 
  

 

Trong đó x, y, z là các số thực phân biệt. 

Bài tập 56: Cho x + y = 2. Tính giá trị nhỏ nhất của S = x
2
 + y

2
. 

Bài tập 57: Cho a, b, > 0 và 3a + 5b = 12. Tìm giá trị lớn nhất của tích P = ab. 

Bài tập 58: (Áp dụng bất đẳng thức Cauchy) 

Cho x, y thỏa: x
2
 + y

2
 = 4 + xy. Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của 

Q = x
2
 + y

2
. 

(Đề thi HSG lớp 9 TP.HCM năm 1995) 

Bài tập 59: (Áp dụng bất đẳng thức Cauchy) 

Cho a, b > 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của: 
2 2a b

P = +
b -1 a -1

 

(Đề kiểm tra lớp 9 Chuyên Toán TP.HCM năm 1994) 

Bài tập 60: (Áp dụng bất đẳng thức Cauchy) 

Tìm giá trị nhỏ nhấ của: 

2 2

1 1
S = 1- 1- , 

x y

  
  

  
 biết 

x, y > 0

x + y = 1





 

(Đề thi vào lớp 10 PTTH Chuyên Lê Hồng Phong TP.HCM năm 1994) 

Bài tập 61: (Áp dụng bất đẳng thức Cauchy) 

Cho a, b, c  0. Chứng minh rằng: a
4
 + b

4
 + c

4
   abc(a + b + c) 

(Đề thi học sinh giỏi lớp 9, bảng B toàn quốc năm 1994) 

Bài tập 62: (Áp dụng bất đẳng thức Cauchy) 

Cho a, b, c là các số thực không âm. Chứng minh rằng: 

     
       

       

2 2 2 3

3 3 3
a b c 3 2

b c a c a b 2
 

(Trích từ tạp chí toán học và tuổi trẻ) 

Bài tập 63: (Áp dụng bất đẳng thức Cauchy) 

Tìm giá trị lớn nhất của A = x
2
y, với các điều kiện x, y > 0 và 2x + xy = 4. 

Bài tập 64: (Áp dụng bất đẳng thức Cauchy) 

Tìm giá trị nhỏ nhất của: A = 
yx z

+ +
y z x

, với x, y, z > 0. 

Bài tập 65: (Áp dụng bất đẳng thức Bouniakovski) 

Cho a, b, c là các số thực dương. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

a b c
P = + +

2a + b b + 2c c + 2a
 

ĐS: Min P = 1. 

Bài tập 66: (Áp dụng bất đẳng thức Bouniakovski) 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 70  

Cho a, b, c, d > 0 và ab + bc + cd + da = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức:  
3 3 3 3a b c d

P = + + +
b + c + d c + d + a d + a + b a + b + c

ĐS: Min P = 
1

3
. 

(Trích ra từ đề thi HSG khối PTCT - ĐHSP Hà Nội năm 1995)

Bài tập 67: (Áp dụng bất đẳng thức Bouniakovski) 

Cho a, b, c > 0 và a
2
 + b

2
 + c

2
 = 1. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

3 3 3a b c
A = + +

a + 2b + 3c b + 2c + 3a c + 2a + 3b
(Đề thi đề nghị Olympic 30 - 4 lần 6 nắm 2000)

Bài tập 68: (Áp dụng phương pháp tiếp cận dấu bằng của bất đẳng thức) 

Cho a, b, c [1, 2]. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức: 

A = (a + b + c)
1 1 1

+ +
a b c

 
 
 

(Chọn lọc từ tạp chí Toán học và tuổi trẻ) 

ĐS: Max A = 10. 

Bài tập 69: Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của A = x
2
 + y

2
. 

Biết rằng: x
2
(x

2
 + 2y

2
 - 3) + (y

2
 - 2)

2
 = 1. 

Bài tập 70: Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của: 

A = |x - x | + |y - 1|, với |x| + |y| = 5. 

Bài tập 71: Tìm giá trị nhỏ nhất của A = x
4
 + y

4
 + z

4
, biết rằng: xy + yz + zx = 1. 

Bài tập 72: Tìm giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của: A = 1- x + 1+ x . 

Bài tập 73: Tìm giá trị lớn nhất của:  
2

M = a + b , với a, b > 0 và a + b  1. 

Bài tập 74: Tìm giá trị nhỏ nhất của: 
  x + a x + b

A =
x

Bài tập 75: Tìm giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của biểu thức:A = 2x + 3y, biết 2x
2
 + 3y

2
  5. 

Bài tập 76: Tìm GTNN của A = x + y, biết x, y > 0 thỏa mãn 
a b

+ = 1
x y

(a và  b là hai số 

dương). 

Bài tập 77: Tìm GTNN của A = (x + y)(y + z), với x, y, z > 0, xyz(x + y + z) = 1. 

Bài tập 78: Tìm GTNN của A = 
xy yz zx

A = + +
z x y

với x, y, z > 0 và x + y + z = 1. 

Bài tập 79: Tìm GTNN của 
2 2 2x y z

A = + +
x + y y + z z + x

, biết x, y, z > 0, xy + yz + zx = 1. 

Bài tập 80: Tìm GTLN của: 

a)  
2

A = a + b , với a, b, > 0, a + b  1. 

b)            
4 4 4 4 4 4

B = a + b + a + c + a + d + b + c + b + d + c + d

với a, b, c, d > 0 và a + b + c + d = 1. 

Bài tập 81: (Áp dụng phương pháp tiếp cận dấu bằng của bất đẳng thức)

Cho a, b, c  [1, 2]. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức sau: 
3 3 3a + b + c

A =
3abc

Bài tập 82: Tìm GTNN của: 
b c

A = +
c + d a + b

, với b + c  a + d; b, c > 0; a, d  0. 

Bài tập 83: (Áp dụng phương pháp tiếp cận dấu bằng của bất đẳng thức) 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 71  

Cho a, b, c, d, e  [0, 1]. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức sau: 

B = a(1 - b) + b(1 - c) + c(1 - d) + d(1 - a). 

Bài tập 84: Tìm GTNN, GTLN của A = x
3
 + y

3
, biết x, y  0; x

2
 + y

2
 = 1. 

Bài tập 85: Tìm GTNN, GTLN của A = x x + y y , biết x + y = 1. 

Bài tập 86: (Áp dụng phương pháp tiếp cận dấu bằng của bất đẳng thức) 

Cho x, y, z  [1, 2]. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức sau: 

xy xz yz
C = + +

xz + yz xy + yz xy + xz
 

Bài tập 87: Cho x + y = 15. Tìm GTNN và GTLN của biểu thức: B = x - 4 + y -3  

ĐS:  

Min B = 8 , khi và chỉ khi x = 4, y = 11 hoặc x = 12, y = 3. 

Max B = 4 khi và chỉ khi x = 8, y = 7. 

 

Bài tập 88: Cho x, y, z  0 thỏa mãn điều kiện x + y + z = a. 

Tìm GTLN của biểu thức A = xy + yz + zx. 

Tìm GTNN của biểu thức B = x
2
 + y

2
 + z

2 

ĐS: Min A = Max A = 
2a

3
 

Bài tập 89: Cho x, y, z là các số dương thỏa mãn điều kiện x + y + z 12 . Tìm giá trị nhỏ nhất 

của biểu thức P = 
x y z

+ +
y z x

. 

ĐS: Min P = 6, khi x = y = z = 4. 

Bài 90: Cho a, b, c là các số dương thỏa mãn điều kiện a + b + c = 1.  

Tìm GTNN của biểu thức 
   
   

1 + a 1 + b 1 + c
A =

1- a 1- b 1- c
 

ĐS: Min A = 8. 

Bài tập 91: Cho x, y thỏa mãn điều kiện x + y = 1 và x > 0.  

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức B = x
2
y

3
. 

ĐS: 
108

Max B =
3125

 

Bài tập 92: Tìm GTNN của 
xy yz zx

A = + +
z x y

, với x, y, z là các số dương và  

a) x + y + z = 1.    b) x
2
 + y

2
 + z

2
 = 1. 

ĐS: a) Min A = 1, khi x = y = z = 
1

3
 

 b) Min A = 3 , với x = y = z = 
3

3
. 

Bài tập 93: Tìm GTLN của biểu thức 
3 3 3 3 3 3

1 1 1
A = + +

a + b +1 b + c +1 c + a +1
 

Với a, b, c là các số dương và abc = 1. 

ĐS: Max A = 1, khi a = b = c = 1. 

Bài tập 94: Tìm GTNN và GTLN của biểu thức:  

A = x + y + z + xy + yz + zx, biết rằng x
2
 + y

2
 + z

2
 = 3. 

ĐS: Min A = -2, khi x = y = -1, z = 1. 

Bài tập 95: Cho a, b, c. Tìm min P = 
a +3c c +3b 4b

+ +
a + b b + c c + a

. 

ĐS: Min P = 6, khi và chỉ khi a = b = c. 

Bài tập 96: Tìm giá trị nhỏ nhất các biểu thức sau:  



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 72  

a) y = 2x - 2x +5

b) y = 
2x x

- +1
4 6

c) y = 2+ 2x - 4x +5  

d) y = 2x + 6x +10 -3

e) y =  
2x

+ 2x +10
9

f) y = 
2

-3

x
- 2x +17

8

Bài tập 97: Tìm giá trị nhỏ nhất các biểu thức sau:  

a) y = 
2x

+ x -1
4

b) y = 
2

2

x + 2x + 2

x + 2x +3
= 1 - 

2

1

x + 2x + 3

c) g(x, y) = 3(x - y)
2
 + 

1 1
-

x y

 
 
 

2

d) y = x - 2 x -3

e) y = x
2 
- 6x +10 

f) A=
2

2

x -2x + 2005

x
Bài tập 98: Tìm giá trị nhỏ nhất của các biểu thức sau: 

a)  A = 
a b c

+ +
b c a

với a,b,c > 0Và a + b + c 3

b)  Y = x -1- 2 x - 2 + x + 7 -6 x - 2

Bài tập 99: Cho x,y,z là những số thực và thoã mãn: x
2 

+ y
2 
+ z

2 
= 1.  

Tìm GTNN của A = 2xy + yz + zx. 

Bài tập 100: Tìm giá trị lớn nhất các biểu thức sau: 

a) y = 222  xx b) y = 2- 144 2  xx

c) y = - 2x
2 
+ x - 1   d) y = 

3 2

x +1

x - x + 2x + 4

e) A = 3 34x - x + x + x .Với 0 x 2

f) B = 
793

1793
2

2





xx

xx
g)  A= -(x-1)

2
 + 2 31 x

h) y = 
2

2

x -6x +11

x -6x +10
Bài tập 101: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

a) A = 29 - x b) B = x - x

c) y = 
-x

+ x +1
2

d) M = 
2

2

x + x +1

x - x +1



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 73  

 

CHUYÊN ĐỀ 14 

PHƢƠNG TRÌNH 

1. Phƣơng trình bậc nhất 1 ẩn: 

1.1. Kiến thức cơ bản: 

Phương trình bậc nhất một ẩn số có dạng: ax + b = 0, (trong đó a, b là hệ số; x là ẩn số) 

 

 

Cách giải:  

Nếu a ≠ 0:  

     ax + b = 0 

 ax = -b 

 
b

x = -
a

 

Phương trình có nghiệm duy nhất 
b

x = -
a

. 

Nếu a = 0: 

Phương trình trở thành 0.x + b = 0. 

 Nếu b ≠ 0 thì phương trình đã cho vô nghiệm. 

 Nếu b = 0 thì phương trình đã cho có vô số nghiệm. 

 

 

Cách giải: 

 Bước 1: Nếu trong phương trình có các biểu thức chứa dấu ngoặc thì ta phải thực hiện 

quy tắc bỏ dấu ngoặc.  

 Bước 2: Thu gọn các đơn thức đồng dạng. 

 Bước 3: Giải phương trình dạng: ax + b = 0.  

1.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: - 5x + 3 = 2x - 4 

 Giải 

     - 5x + 3 = 2x - 4  

 -5x - 2x = -4 - 3 

 - 7x = -7  

 x = 1. 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {1}. 

Bài tập 2: Giải phương trình: 8x - 3 = 5x + 12 

 Giải 

     8x - 3 = 5x + 12 

 8x - 5x = 12 + 3 

 3x = 15 

 x = 5. 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {5}. 

Bài tập 3: Giải phương trình: 
x -3 5- 2x x 5

- = +
4 6 2 12

 

 Giải 

    x -3 5-2x x 5
- = +

4 6 2 12
 

MSC = 12. 

   

   

3 x 3 2 5 2x 6x 5

12 12 12 12

3 x 3 2 5 2x 6x 5

3x 9 10 4x 6x 5

x 24.

 
   

     

     

 

 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {24}. 

Dạng 1: Phƣơng trình bậc nhất một ẩn có dạng: ax + b = 

0 

 

Dạng 2: Phƣơng trình bậc nhất có dạng đa thức: f(x) = g(x) 
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Bài tập 4: Giải phương trình: 4x - 3(x - 2) = 4 - x 

Giải 

     4x - 3(x - 2) = 4 - x 

 4x - 3x + 6 = 4 - x 

 2x = -2 

 x = -1. 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {-1}. 

Bài tập 5: Giải phương trình: 5 - (x - 6) = 4.(3 - 2x) 

Giải 

     5 - (x - 6) = 4(3 - 2x)

 5 - x + 6 = 12 - 8x

 7x = 1 

 
1

x =
7

Vậy tập nghiệm của phương trình là S=
1

7

 
 
 

. 

Bài tập 6: Giải phương trình: 3(2x - 1) + 5 = 2x + 10 

Giải 

    3(2x - 1) + 5 = 2x + 10 

 6x - 3 + 5 = 2x + 10

 4x = 8 

 x = 2. 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {2}.

Bài tập 7: Giải phương trình: 3x
2
 + 6x = 0 

Giải 

    3x
2
 + 6x = 0 

 3x(x + 6) = 0. 

 3x = 0 hoặc x + 6 = 0 

 x = 0 hoặc x = -6. 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {0; -6}. 

Bài tập 8: Giải phương trình: 
3x -5 x 1

- =
5 4 20

Giải 

MSC = 20. 

     
3x -5 x 1

- =
5 4 20

 4 3x 5 5x 1

20 20 20


  

 4 3x 5 5x 1   

12x 20 5x 1   

7x 21 

x 3 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {3}. 

Bài tập 9: Giải phương trình: 6(x - 1) - 4 = 2(x + 2) - 2 

Giải 

     6(x - 1) - 4 = 2(x + 2) - 2 

 6x - 6 - 4 = 2x + 4 - 2 

 4x = 12 

 x = 3. 

Vậy tập nghiệm phương trình là S = {3}. 

Bài tập 10: Giải phương trình: 
x -1 2x

+ 2 = 5-
3 4

Giải 
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MSC = 12. 

     x -1 2x
+2 = 5-

3 4
 

 

 

4 x 1 24 60 6x

12 12 12 12

4 x 1 24 60 6x

4x 4 24 60 6x

10x 40

x 4


   

    

    

 

 

 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {4}. 

Bài tập 11: Giải phương trình: 
x - 305 x - 307 x - 309 x - 401

+ + + = 4
1700 1698 1696 1694

 

 Giải 

(Ta sử dụng phương pháp nhân tử hóa) 

Phương trình trên tương đương: 

   

.

   
       

   
    

 

       
       
       

x 305 x 307 x 309 x 401
1 1 1 1 0

1700 1698 1696 1694

x 2005 x 2005 x 2005 x 2005
0

1700 1698 1696 1694

x 2005

 

Vì 
1 1 1 1

0
1700 1698 1696 1694

     

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {2005}. 

1.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Với giá trị nào của a, b thì phương trình: a
4
 - (x + 1)a

2
 + x - b = 0 

 có nghiệm đúng với mọi x. 

Bài tập 2: Với giá trị nào của m thì phương trình sau:  

x -m x -2
=

x +1 x -1
 

có nghiệm. 

Bài tập 3: Giải và biện luận phương trình sau:  m
2
x + 2 = x + 2m 

Bài tập 4: Giải các phương trình sau: 

a) 3x - 1 = 4x + 2    b) 5 - 7x = 6 - 8x 

c)  
1 2

x -11 = x -12
2 3

    d) 
3 4 5 3

- x = - x
4 5 4 5

            

Bài tập 5: Giải và biện luận phương trình sau: 6mx + 2 - m = 4x + 2m 

Bài tập 6: Cho phương trình với ẩn số x: (m + 1)x - 3 = 2m - 5. 

Với giá trị nào của m thì phương trình có nghiệm là x = - 2. 

Bài tập 7: Giải các phương trình sau: 
10x +3 6 +8x

=1+
12 9

 

Bài tập 8: Giải các phương trình sau: 

a) 2(3x + 1) - 3(x + 2) = 5x - 8  b) 3(2x - 3) - 9x = 2(7x + 10) + 5 

c) (x + 5)(2x - 1) = (2x - 3)(x + 1)  d) 
 2 x - 4 9x - 2 3x +1 3x -1

- = +
3 4 2 6

 

Bài tập 9: Tìm các giá trị của m để phương trình m
2
x = x + m - 1 nhận mọi giá trị của x làm 

nghiệm? 

Bài tập 10: Giải các phương trình sau: 

a) 
x +1 x +3 x +5 x + 7

+ = +
35 33 31 29

  b) 
100- x 98- x 96 - x 94 - x

+ + + + 4 = 0
55 57 59 57

 

c) 
x +1 x + 2 x +3 x + 4

+ = +
9 8 7 6

  d) 
x +10 x +10 x +10 x +10

+ = +
9 8 7 6

 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 76  

HD: Sử dụng phương pháp nhân tử hóa. 

2. Phƣơng trình tích: 

2.1. Kiến thức cơ bản: 

trong đó A(x), B(x), C(x) là các biểu thức.

Cách giải:        

   
 

 

A x = 0
A x .B x = 0

B x = 0


 



;   

     

 

 

 

A x = 0

A x .B x .C x = 0 B x = 0

C x = 0




 



     

 

 

 

A x = 0

B x = 0
A x .B x .C x ... = 0

C x = 0

....





 



Nghiệm của phương trình là hợp tất cả các nghiệm của các phương trình: A(x), B(x), C(x), .... 

2.2. Bài tập áp dụng: 

Dạng 1: Sử dụng công thức: A(x).B(x) = 0 trực tiếp. 

Bài tập 1: Giải phương trình: (2x - 3)(3x + 4) = 0  (1) 

Giải 

Phương trình (1) tương đương với: 2x - 3 = 0 hoặc 3x + 4 = 0 

2x - 3 = 0 x 
3

2

3x + 4 = 0 x  
4

3

Vậy tập nghiệm của phương trình là S ;  -
 

  
 

3 4

2 3
. 

Dạng 2: Sử dụng phƣơng pháp phân tích đa thức thành nhân tử. Sau đó sử dụng công thức 

A(x).B(x) = 0. 

Bài tập 2: Giải phương trình: (2x - 3)(x + 5) - (x + 5)(x - 6) = 0 

Giải 

Ta có: 

     (2x - 3)(x + 5) - (x + 5)(x - 6) = 0 

 (x + 5)[(2x - 3) - (x - 6)] = 0 

 (x + 5)(x + 3) = 0 

 x + 5 = 0 hoặc x + 3 = 0 

 x = -5 hoặc x = - 3. 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {-5; 3}. 

Bài tập 3: Giải phương trình: x
3
 - 3x

2
 + 3x - 1 = (x - 1)(x + 1)   

Giải 

Ta có: 

      x
3
 - 3x

2
 + 3x - 1 = (x - 1)(x + 1)  

 (x - 1)
3
 - (x - 1)(x + 3) = 0 

 (x - 1)(x
2
 - 3x) = 0 

 x - 1 = 0 hoặc x
2
 - 3x = 0 

 x = 1 hoặc x(x - 3) = 0 

 x = 1 hoặc x = 0, x = 3. 

Vậy tập nghiệm của phương trình là  S = 1; 0; 3

Dạng phƣơng trình: A(x).B(x) = 0; A(x).B(x).C(x) = 0 
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Bài tập 4: Giải phương trình: (3x - 2)(4x + 5) = 0   

 Giải 

Ta có: 

    (3x - 2)(4x + 5) = 0   

 3x - 2 = 0 hoặc 4x + 5 = 0 

 
2

x =
3

 hoặc 
5

x = -
4

 

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
 

  
 

2 5
S ; -

3 4
 

Bài tập 5: Giải phương trình: 2x(x - 3) + 5(x - 3) = 0  

 Giải 

Ta có: 

     2x(x - 3) + 5(x - 3) = 0  

 (x - 3)(2x + 5) = 0 

 x - 3 = 0 hoặc 2x + 5 = 0 

 x = 3 hoặc 
5

x = -
2

 

Vậy phương trình tập nghiệm 
5

S = 3; -
2

 
 
 

 

Bài tập 6: Giải phương trình sau: (5x + 3)(2x - 1) = (4x + 2)(2x - 1)   

 Giải 

Ta có:  

       (5x + 3)(2x - 1) = (4x + 2)(2x - 1)   

  (5x + 3)(2x - 1) - (4x + 2)(2x - 1) = 0 

  (2x - 1)[(5x + 3) - (4x + 2)] = 0 

  (2x - 1)[5x + 3 - 4x - 2] = 0 

  (2x - 1)(x + 1) = 0 

 
2x -1 = 0

x +1 = 0





1
x

2

x 1





 

 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S =
1

; -1
2

 
 
 

 

2.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải các phương trình sau: 

a) (2x + 1)(x - 3) = 0    b) 12x(3x - 9) = 0 

c) 3x(x - 1) + 2(1 - x) = 0   d) x
2
 + 5x + 6 = 0 

Bài tập 2: Giải các phương trình sau:   22x -1 x -3x + 7  = 0 

Bài tập 3: Giải các phương trình sau:    
2 2x -5 - x - 4x + 4 = 0  

Bài tập 4: Giải các phương trình sau: x(5 - 2x) + 2x(x - 1) = 15 

Bài tập 5: Giải các phương trình sau: 

a) x(x - 5) - 4x + 20 = 0   b) (x - 3)
2
 = x(x - 9) 

Bài tập 6: Giải phương trình sau:  

a) x
5
 - x = 0     b) x

3
 - x

2
 + x = 0. 

Bài tập 7: Giải phương trình sau: (x + 1)
2
 = 4(x

2
 – 2x +1) 

Bài tập 8: Giải các phương trình sau: 

a) (x - 1)(x - 2) = 10 - x   b) x
2 
+ 2(1 + 3 ) x + 2 3  = 0 

Bài tập 9: Giải các phương trình sau: 

a) (2x + 1)( x + 4) = (x -1) (x- 4)  b) x
2 
+ ( x + 2)

2
 = 4   

Bài tập 10: Giải phương trình sau: x(x + 1)(x
2 
+ x + 1) = 42 

Bài tập 11: Giải phương trình sau: ( x
2 
- 5x)

2 
+ 10(x

2 
- 5x) + 24 = 0 

Bài tập 12: Giải phương trình sau: (x
2 
+ x + 1)(x

2 
+ x + 2) = 12 
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Bài tập 13: Giải phương trình sau: (x - 1)(x - 3)(x + 5)(x + 7) = 2 

3. Phƣơng trình chứa ẩn ở mẫu: 

3.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải:  

Bước 1: Tìm điều kiện xác định của phương trình. 

Bước 2: Quy đồng mẫu thức rồi khử mẫu: Tìm mẫu thức chung. 

Bước 3: Giải phương trình. 

Bước 4: Đối chiếu nghiệm tìm được với điều kiện của bài toán để kết luận nghiệm của phương 

trình. 

3.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: 
1 3 5

- =
2x -3 x(2x -3) x

Giải 

Điều kiện xác định (ĐKXĐ): 

3
2x 3 0 x

2
x 0

x 0


   

 
  

Mẫu thức chung (MTC) = x(2x - 3) 

     
1 3 5

- =
2x -3 x(2x -3) x

 
 

 

 

5 2x 3x 3

x 2x 3 x(2x 3) x 2x 3


 

  

 x - 3 = 5(2x - 3) 

 x - 3 = 10x - 15 

 9x = 12 

 
4

x
3

 (thỏa mãn điều kiện) 

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
4

S =
3

 
 
 

Bài tập 2: Giải phương trình sau: 
x 2 1 2

x 2 x x(x 2)


 

 

Giải 

ĐKXĐ: 
x 2 0 x 2

x 0 x 0

   
 

  

MTC = x(x - 2) 

     
x 2 1 2

x 2 x x(x 2)


 

 

 
 

   

x x 2 x 2 2

x x 2 x x 2 x(x 2)

 
 

  

 x(x + 2) + x - 2 = 2 

 x
2
 + 2x + x - 2 = 2 

 x
2
 + x - 4 = 0 

x 1

x 4


 


(thỏa mãn điều kiện) 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {1; 4}. 

Bài tập 3: Giải phương trình sau: 
2

2 1 2x 5

x 3 x 3 x 9


 

  
(1) 

Giải 
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ĐKXĐ: 
x 3 0 x 3

x 3 0 x 3

   
 

    
 

MTC = (x - 3)(x + 3) 

(1) 
 

  

 

     

2 x 3 x 3 2x 5

x 3 x 3 x 3 x 3 x 3 x 3

  
  

     
 

 2(x - 3) + x + 3 = 2x - 5 

 2x - 6 + x + 3 = 2x - 5 

 x = -2 (thỏa mãn điều kiện) 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {- 2} 

Bài tập 4: Giải phương trình sau: 
  

2x 2 x 1

x 1 x 2 x 1 x 2


 

   
  

 Giải 

ĐKXĐ: 
x 1 0 x 1

x 2 0 x 2

    
 

   
 

MTC = (x + 1)(x - 2) 

     
  

2x 2 x 1

x 1 x 2 x 1 x 2


 

   
  

 
 

  

 

     

2x x 2 2 x 1 x 1

x 1 x 2 x 1 x 2 x 1 x 2

  
 

     
 

 x(x - 2) - 2(x + 1) = x
2
 + 1 

 x
2
 - 2x - 2x - 2 = x

2
 + 1 

 - 4x = 3 

3
x

4
    

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
3

S
4

 
  
 

 

Bài tập 5: Giải phương trình sau: 
  

1 2 3 6x -1
+ + =

x x -1 x - 2 x -1 x - 2
  

 Giải 

ĐKXĐ: 

x 0 x 0

x 1 0 x 1

x 2 0 x 2

  
 

    
    

 

MTC = x(x - 1)(x - 2) 

      
  

1 2 3 6x -1
+ + =

x x -1 x - 2 x -1 x - 2
  

 
        

  

x 1 x 2 2x x 2 3x x 1 x 6x 1

x x 1 x 2 x 1 x 2

    
  

   
 

  (x - 1)(x - 2) + 2x(x - 2) + 3x(x - 1) = x(6x - 1) 

 x
2
 - 3x + 2 + 2x

2
 - 4x + 3x

2
 - 3x = 6x

2
 - x 

 6x
2
 - 10x = 6x

2
 - x 

 10x = x 

 x = 0 (không thỏa mãn điều kiện) 

Vậy phương trình vô nghiệm. 

Bài tập 6: Giải phương trình sau: 
2 2

x 2x
1

x 3x 1 3x 5x 3
  

   
 

 Giải 
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ĐKXĐ: 

2

2

x 3x 1 0 3 5
x

23x 5x 3 0

     
 

  

Nhận thấy x = 0 không phải là nghiệm của phương trình.  

Ta chia cả tử và mẫu của các phân thức trong phương trình cho x  0. 

Ta có:  

     
2 2

x 2x
1

x 3x 1 3x 5x 3
  

   

 
1 2

1
1 3

x 3 3x 5
x x

  

   

Đặt: 
1

y x ,  y 2
x

   , ta thu được: 

     
1 2

1
y 3 3y 5

  
 

 3y
2
 + 19y + 26 = 0 

 

y 2

13
y

3

 

  


Với y = -2 thì x = - 1 

Với 
13

y
3

  thì 
13 133

x
6

 


Các nghiệm trên đều thỏa mãn điều kiện của phương trình. 

Bài tập 7: Giải phương trình sau: 
x x 2x

+ =
2(x -3) 2(x +1) (x +1)(x -3)

Giải 

ĐKXĐ: 
x 3

x -1






MTC = 2(x + 1)(x - 3) 

     
x x 2x

+ =
2(x -3) 2(x +1) (x +1)(x -3)

2 2

2

x.(x 1) x.(x 3) 2x.2

2(x 1)(x 3) 2(x 1)(x 3) 2(x 1)(x 3)

x.(x 1) x.(x 3) 4x

x x x 3x 4x

2x 6x 0

2x.(x 3) 0

2x 0

x 3 0

 
  

     

    

    

  

  


 

 

x 0  (vì x = 3 không thỏa mãn điều kiện)                         

Vậy tập nghiệm của phương trình là: S = {0}. 

3.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải các phương trình sau:  

a) 
 

1 3 5 9x 1

x x 1 x 2 x x 2


  

  
b) 

2

1 2 4
+ =

x - 4 x + 4 x -16

c) 
2

3 5 3x 2

6 x x 6 x 36


 

  
d) 

  
7 2 4 3x

2x 1 x 3 2x 1 x 3


 

   

Bài tập 2: Giải các phương trình sau:  
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a) 
  

15 10 7x

x 5 5x 1 x 5 10x 2
 

   
   b) 

1 1 1
+ =

x -5 x -1 x
 

c) 
x 1 x 1

2
x x 1

 
 


     d) 

1 1 1
+ =

x -3 x + 4 4
 

Bài tập 3: Giải các phương trình sau:  

a) 
1 1 1

x x 6 4
 


     b) 

1 5 x
1

x 2 x 2


 

 
 

Bài tập 4: Giải các phương trình sau:  

a) 
40 24 19

x 2 x 2 3
 

 
     b) 

2

2

x +3 x +1 x - 4x + 24
- =

x - 2 x - 2 x - 4
 

c) 
2

2

x -3 x - 2 x - 7x
- =

x +1 x -1 x -1
    d) 

2

14 4 x 7 1

x 9 3 x x 3 3 x


  

   
 

Bài tập 5: Giải các phương trình sau:  

a) 
2 2 2

1 1 1 1
+ + =

x +9x + 20 x +11x +30 x +13x + 42 18
  

b) 
2 2 2

8 20 14
+ = 3-

x + 4 x +16 x +10
 

c) 
2 2 2 2

x 1 x 6 x 2 x 5

x 2x x 12x 35 x 4x 3 x 10x 24

   
  

      
 

d) 
6 - 2x 6 + 2x 8

+ =
35- x 5 + x

 

Bài tập 6: Giải các phương trình sau:  

a) 
2

x 2 3 3
1

x 1 x 2 x x 2


  

   
   b) 

x +1 x -1 x -1
- = 3x 1-

x -1 x +1 x +1

 
 
 

 

c) 
2

3x 1 2x 5 4
1

x 1 x 3 x 2x 3

 
  

   
   d) 

2

3 8 6x 2

1 4x 16x 1 4x 1


 

  
 

Bài tập 7: Giải các phương trình sau:  

a) 
2 2

2x 7x
1

3x x 2 3x 5x 2
 

   
   b) 

 

2
2

2

4x
x 12

x 2
 


 

Bài tập 8: Giải các phương trình sau:  

a) 

2 2 2

2

x - 2 x + 2 x - 4
20 -5 + 48 = 0

x +1 x -1 x -1

   
   
   

  b) 
2

2 2

x -10x +15 4x
=

x - 6x +15 x -12x +15
 

Bài tập 9: Giải các phương trình sau:  

a) 
 

2
2

2

81x
x + = 40

x + 9
     b) 

 

2
2

2

x
x + = 15

x +1
 

Bài tập 1: Giải các phương trình sau:  

a) 

2 2 2

2

x + 2 x - 2 5x - 4
+ - = 0

x +1 x -1 2x -1

   
   
   

   b) 
 x 8- x 8- x

x - = 15
x -1 x -1

 
 
 

 

 

4. Phƣơng trình chứa dấu giá trị tuyệt đối. 

4.1. Kiến thức cơ bản: 

Định nghĩa: Giá trị tuyệt đối của số a, kí hiệu là |a|, được định nghĩa như sau:  

  

 

 

 

Ví dụ: |5| = 5, |0| = 0, |-3,5| = 3,5.  

Theo định nghĩa trên, ta có thể bỏ giá trị tuyệt đối tùy theo giá trị của biểu thức ở trong dấu giá trị 

tuyệt đối là âm hay không âm.  


 



a nÕu a 0
a

a nÕu a < 0
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Chú ý: |a| = |-a|, với mọi số thực a. 

Tính chất: 
2 2x 0, x = x

a + b a + b

a - b a - b

a + b = a + b a.b 0

a - b = a + b a.b 0







 

 

Định lý: 

Định lý 1: Với A  0 và B  0 thì A = B  A
2
 = B

2

Định lý 2: Với A  0 và B  0 thì A > B  A
2
 > B

2

Cách giải: 

Dạng 1: |A| = |B|  A
2
 = B

2
, |A| = |B|  A =  B 

Dạng 2: 

|A| = B 
2 2

B 0
 

A = B


 



B 0
A = B   

A = ±B


 



A 0

A = B
A = B

A < 0

-A = B

 






Dạng 3: Áp dụng đối với phương trình có nhiều biểu thức bậc nhất chứa dấu giá trị tuyệt đối. 

i) Lập bảng xét dấu. 

ii) Giải phương trình trong từng khoảng xác định để tìm nghiệm. 

4.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Bỏ dấu giá trị tuyệt đối và rút gọn các biểu thức sau:  

a) A = |x - 3| + x - 2 khi x ≥ 3;  

b) B = 4x + 5 + |-2x| khi x ≥ 0.  

Giải 

a) Khi x ≥ 3, ta có x - 3 ≥ 0 nên |x − 3| = x − 3.  

Vậy A = x - 3 + x - 2 = 2x - 5.  

b) Khi x > 0, ta có -2x < 0 nên |− 2x| = − (− 2x) = 2x. 

Vậy B = 4x + 5 + 2x = 6x + 5.  

Bài tập 2: Giải phương trình: |3x| = x + 4.  

Giải 

Ta có: 

| 3x | = 3x khi 3x ≥ 0 hay x ≥ 0;  

| 3x | = − 3x khi 3x < 0 hay x < 0. 

Xét x ≥ 0: 

Phương trình đã cho trở thành: 

     3x = x + 4  

 2x = 4  

 x = 2 (thỏa mãn điều kiện)

Xét x < 0: 

Phương trình đã cho trở thành: 

     -3x = x + 4 

 -4x = 4 

 x = -1 (thỏa mãn điều kiện)  

Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là S = {-1; 2}. 

Bài tập 3: Giải phương trình: |x - 3| = 9 - 2x.  
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 Giải 

Ta có: 

|x - 3| = x - 3 khi x - 3 ≥ 0 hay x ≥ 3;  

|x - 3| = -(x - 3) khi x - 3 < 0 hay x < 3.  

Xét x ≥ 3: 

Phương trình đã cho trở thành: 

     x - 3 = 9 - 2x  

 3x = 9 + 3  

 3x = 12  

 x = 4 (thỏa mãn điều kiện) 

Với x < 3: 

Phương trình đã cho trở thành: 

     -(x - 3) = 9 - 2x  

 -x + 3= 9 - 2x  

 x = 6 (không thỏa mãn điều kiện) 

Vậy phương trình đã cho có tập nghiệm là S = {4}.  

Bài tập 4: Giải phương trình sau: |2x + 1| = x - 3 

 Giải 

Ta có: 

|2x + 1| = 2x + 1 khi 2x + 1  0 
1

x
2

    

|2x + 1| = - (2x + 1) khi 2x + 1 < 0 
1

x
2

    

Xét 
1

x
2

  : 

Phương trình đã cho trở thành: 

     2x + 1 = x - 3,  

 2x - x = - 3 - 1 

 x = - 4 (không thỏa mãn điều kiện) 

Xét 
1

x
2

  : 

Phương trình đã cho trở thành: 

     - 2x - 1 = x - 3,  

 - 2x - x = - 3 + 1 

 - 3x = -2 


2

x =
3

 (không thỏa mãn điều kiện) 

Vậy phương trình vô nghiệm. 

Bài tập 5: Giải phương trình sau: |x + 3| = 3x - 1 

 Giải 

Ta có: 

|x + 3| = x + 3 khi x + 3  0 x 3   

|x + 3| = - (x + 3) khi x + 3 < 0 x 3   

Xét x 3  : 

Phương trình đã cho trở thành: 

     x + 3 = 3x - 1 

 x - 3x = - 1 - 3 

 - 2x = - 4  

 x = 2 (thỏa mãn điều kiện) 

Xét x 3  : 

     - x - 3 = 3x - 1 

 - x - 3x = - 1 + 3 

 - 4x = 2  
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 
1

x = -
2

(không thỏa mãn điều kiện) 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = {2}.

Bài tập 6: Giải phương trình sau: 2x -1 = 3 +5x  

Giải 

2x -1 = 2x - 1 nếu 2x -1 ≥ 0  x 
1

2


2x -1 = 2x - 1 nếu 2x -1 < 0  x 
1

2


Xét x 
1

2
 : 

Phương trình đã cho trở thành: 

       2x-1 = 3 +5x  

 -3x   = 4 

 x = -
4

3
(không thỏa mãn điều kiện)  

Xét x 
1

2
 : 

Phương trình đã cho trở thành: 

      1 - 2x = 3 + 5x 

 - 2x - 5x = 3 - 1  

 - 7x = 2 

 x = -
2

7
(nhận) 

Vậy phương trình có tập nghiệm là S = -








7

2

Bài tập 7: Giải phương trình sau: x +1 + x + 2 + x +3 = 3 . 

Giải 

Ta có bảng xét dấu: 

x                 -3                  -2                  -  1 

x+1              -            -                 -          0               + 

x+2              -            -        0         +                        + 

x+3              -   0         +                +                        + 

Xét x 3  : 

Phương trình trở thành: 

     -(x + 1) - (x + 2) - (x + 3) = 3 

 -3x - 6 = 3  

 x = -3(thỏa mãn điều kiện)

Xét -3 x 2   : 

Phương trình trở thành: 

      -(x+1) – (x + 2) + (x + 3) = 3 

 -x = 3 

 x = -3(không thỏa mãn điều kiện)

Xét -2 x 1   : 

Phương trình trở thành: 

     -(x + 1) + x + 2x + 3 = 3  

x 4 3  

x 1  (thỏa mãn điều kiện)

Xét x > -1: 

Phương trình trở thành: 

     x + 1 + x + 2 + x + 3 = 3 

3x 3 
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x 1  (không thỏa mãn điều kiện) 

Vậy phương trình có tập nghiệm là S = {-1; -3} 

4.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: x
2
 - |x - 2| - 8 = 0 

Bài tập 2: Giải phương trình sau: |1 - 2x| - |x + 1| = x + 2 

a) 2x +1 = x -1 + 2     b) 2x - 4 + x -3 = 2x -1  

c) x -3 + 11- x = 8     d) x - 2 - 2 x +1 + x -1= 0  

e) 
x +3 x - 4 1 x +5

- = -
9 9 2 36

   f) 3x -1 + 2 x -1 = 5x +3  

g) 4 x +1 - x - 2 -3 x + 2 = 0    i) x +1 +3 x -1 = x + 2 + x + 2 x - 2  

Bài tập 3: Giải phương trình sau: 
x 2

2
x 2





 

Bài tập 4: Giải phương trình sau: 2

2

1 1
x 10 2 x

x x
     

Bài tập 5: Giải phương trình sau: 
2

2

2x 4x 4x 4
3 0

x 2x 1 x 1

 
  

  
 

Bài tập 6: Giải phương trình sau: |x
2
 - x - 2| = |x

2
 + 2x| 

Bài tập 7: Giải phương trình sau: |2x
2
 - 3x - 2| + 2x

2
 + 8x + 3 = 0. 

Bài tập 8: Giải phương trình sau: |x
2
 - 4x + 3| + x + 3 

Bài tập 9: Giải phương trình sau: 
1

2x 3
x

   

Bài tập 10: Giải phương trình sau: 
2

2x + 4
= 2

x +1
 

Bài tập 11: Giải phương trình sau: 

 2

3x 1 2

210 x 1





 

Bài tập 12: Giải phương tình sau: 2 2x 2x 1 x 2x 1      

Bài tập 13: Giải phương trình sau: |x - 2| + |x - 3| = 4 

Bài tập 14: Giải phương trình sau: 
3

= x + 3
x - 4 -1

 

Bài tập 15: Giải phương trình sau: |x + 4| = 2x - 5 

Bài tập 16: Giải phương trình sau:  
x -1

= x -1 x +1
x +1

 

Bài tập 17: Giải phương trình sau: 
x - 4 x -3 x - 2

+ =
2 3 6

 

Bài tập 18: Giải phương trình sau: x +1 + x + 2 - x +3 + x + 4 =1 

Bài tập 19: Giải phương trình sau: 
x 3

x 4 x 3
x 4


   


 

Bài tập 20: Giải phương trình sau: 
2

x + 5 x + 3 4
+ =

x -1 x +1 x -1
 

 

5. Phƣơng trình bậc hai một ẩn: 

5.1. Kiến thức cơ bản: 

 

 

trong đó a, b, c là các hệ số, x là ẩn số. 

Cách giải: 

Bước 1: Tính biệt thức:  = b
2
 - 4ac. (hoặc tính ' = b'

2
 - ac, với b = 2b') 

Dạng 1: Dạng tổng quát: ax
2
 + bx + c = 0, a ≠ 0 
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Bước 2: Lấy nghiệm của phương trình bậc hai theo : 

Nếu  < 0: Phương trình vô nghiệm. 

Nếu  = 0: Phương trình có nghiệm kép 
b b'

x = - , x = -
2a a

 
 
 

Nếu  > 0: Phương trình có hai nghiệm phân biệt: 

1,2

-b ± Δ
x =

2a
, 

1,2

-b' ± Δ'
x =

a

 
 
 
 

Điều kiện để phương trình bậc hai có nghiệm: 

Cho phương trình bậc hai: f(x) = ax
2
 + bx + c = 0, (a ≠ 0) 

Phương trình trên có nghiệm nêu một trong các trường hợp sau xảy ra: 

Trường hợp đặc biệt: 

Nếu các hệ số của phương trình thỏa mãn: a + b + c = 0 thì phương trình có hai nghiệm là 

1 2

c
x = 1; x =

a
. 

Nếu các hệ số của phương trình thỏa mãn: a - b + c = 0 thì phương trình có hai nghiệm là 

1 2

c
x = -1; x = -

a
. 

5.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải các phương trình sau: 

a) 3x
2
 - 10x + 8 = 0    b) 4x

2
 - 8x = 0 

Giải 

a) 3x
2
 - 10x + 8 = 0  

Ta có:  = (-10)
2
 - 4.3.8 = 4 > 0. 

Suy ra: .24 

Phương trình có hai nghiệm phân biệt: 

x1 = 
 

2
3.2

210



và x2 = 

 
3

4

3.2

210



. 

b) 4x
2
 - 8x = 0 

Cách 1: 

Ta có:  = (-8)
2
 - 4.4.0 = 64 > 0. 

Suy ra: .864 

Phương trình có hai nghiệm phân biệt: 

x1 = 
 

2
4.2

88



và x2 = 

 
0

4.2

88



. 

Cách 2:  

     4x
2
 - 8 x = 0  

 4x(x - 2) =0 

 

















2x

0x

02x

0x4

Bài tập 2: Giải các phương trình sau:  

a) 2x
2
 - 18 = 0     b) 3x

2
 + 7x + 4 = 0 

Giải 

a) 2x
2
 - 18 = 0 

Cách 1:  

Ta có:  = 0 - 4.2.(-18) = 144 > 0 

Suy ra: .12144 

Phương trình có hai nghiệm phân biệt: 

i) ac ≤ 0     

2i)   R: af() ≤ 0. 

3i)  ≥ 0 

4i) ,   R: f()f() ≤ 0.
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x1 = 3
2.2

120



 và x2 = 3

2.2

12



. 

Cách 2:  

2x
2
 - 18 = 0 

 2(x
2
 - 9) = 0 

 2(x + 3)(x - 3) = 0 

 

















3x

3x

03x

03x
 

b) 3x
2
 - 7x + 4 = 0 

Ta có: Tổng các hệ số: 3 - 7 + 4 = 0 

Suy ra: Phương trình có hai nghiệm phân biệt: 

x1 = 1 và x2 = 
3

4
. 

6. Ứng dụng định lý VI - ET đối với phƣơng trình bậc hai. 

6.1. Kiến thức cơ bản: 

Định lý (thuận):  

Nếu phương trình bậc hai ax
2
 + bx + c = 0, (a ≠ 0) có hai nghiệm x1 và x2 thì 

 
1 2

1 2

b
S = x + x = -

a

c
P = x x =

a







  

(S, P lần lượt là tổng và tích của hai nghiệm) 

Định lý (đảo):  

 Nếu hai số x1, x2 thỏa mãn x1 + x2 = S và x1x2 = P, (S
2
 ≥ 4P) thì x1 và x2 là hai nghiệm của 

phương trình bậc hai: 

X
2
 - SX + P = 0. 

Chú ý: Nếu ký hiệu: n n

n 1 2S = x + x : 

 

1 1 2

2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2

3 3 3 3

3 1 2 1 2 1 2 1 2

4 4 2 2 2 2 2 2 2

4 1 2 1 2 1 2 2

5 5 3 3 2 2 2 2 2

5 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 3 2 1

6 6 3 3 2 3 3

6 1 2 1 2 1 2

S = x + x = S

S = x + x = (x + x ) - 2x x = S - 2P

S = x + x = (x + x ) - 3x x (x + x ) = S - 3PS

S = x + x = (x + x ) - 2x x = S - 2P

S = x + x = (x + x )(x + x ) - x x (x + x ) = S S - P S

S = x + x = (x + x ) - 2x x = 2 3

3

7 7 4 4 3 3 3 3 3

7 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 4 3 1

8 8 4 4 2 4 4 2 4

8 1 2 1 2 1 2 4

9 9 5 5 4 4 4 4 4

9 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 5 4 1

10 10 5 5 2 5 5 2 5

10 1 2 1 2 1 2 5

S - 2P

S = x + x = (x + x )(x + x ) - x x (x + x ) = S S - P S

S = x + x = (x + x ) - 2x x = S - 2P

S = x + x = (x + x )(x + x ) - x x (x + x ) = S S - P S

S = x + x = (x + x ) - 2x x = S - 2P

 

và  

 
 

2

1 2

22 2 2
1 2 1 21 2 1 2

2 1 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

A = x - x A = S - 4P

x + x - 2x xx x x + x S - 2P
B = + = = =

x x x x x x P

x + x1 1 S
C = + = =

x x x x P



 

 

   

 

 

2 2 2

1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

22 2 2

1 2 1 2

D = x - x = x + x - 4x x = S - 4P

x + x - 2x x1 1 S - 2P
E = + = =

x x Px x
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Hệ quả 1:  

Phương trình bậc hai x
2
 - x - 1 = 0 có tính chất: 

Sn+2
 
 = Sn+1 + Sn và Sm+n = Sm.Sn + (-1)

n
Sm-n,  

trong đó 

n n

n 1 2

1+ 5 1- 5 1+ 5 1- 5
S = + , x = , x =

2 2 2 2

   
      
   

là hai nghiệm của phương trình. 

Hệ quả 2:  

Phương trình bậc hai x
2
 - px - q = 0, (p

2
 + 4q > 0) có tính chất: 

Sn+2
 
 = pSn+1 + qSn 

trong đó n n

n 1 2 1 2S x x ,  x , x  là hai nghiệm của phương trình. 

Hệ quả 3:  

Phương trình bậc hai x
2
 - px + 1 = 0, (p

2
 - 4 > 0) có tính chất: 

Sn+2
 
 = pSn+1 - Sn và Sm+n = Sm.Sn - Sm-n  

trong đó n n

n 1 2 1 2S x x ,  x , x  là hai nghiệm của phương trình. 
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6.2. Bài tập áp dụng: 

Các dạng bài tập sử dụng định lý Vi-et: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bài tập 1: Cho phương trình bậc hai ẩn x, tham số m: 2x mx m 3 0         (1) 

a) Giải phương trình với m = - 2. 

b) Gọi x1; x2 là các nghiệm của phương trình. Tính 2 2 3 3

1 2 1 2x x ;  x x   theo m. 

c) Tìm m để phương trình có hai nghiệm x1; x2 thỏa mãn:  2 2

1 2x x 9  . 

d) Tìm m để phương trình có hai nghiệm x1; x2 thỏa mãn : 2x1 + 3x2 = 5. 

e) Tìm m để phương trình có nghiệm x1 = - 3. Tính nghiệm còn lại. 

f) Tìm m để phương trình có hai nghiệm trái dấu. 

g) Lập hệ thức liên hệ giữa hai nghiệm của phương trình không phụ thuộc vào giá trị của m. 

 Giải 

a) Thay m = - 2 vào phương trình (1) ta có phương trình: 
2

2

     x 2x 1 0

(x 1) 0

x 1 0

x 1

  

  

  

 

 

Vậy với m = - 2 phương trình có nghiệm duy nhất x = 1. 

b) Phương trình: 2x mx m 3 0        (1) 

Ta có: 2 2m 4(m 3) m 4m 12        

Phương trình có nghiệm 1 2x ;x 0  

Khi đó theo định lý Vi-et, ta có: 

 
1 2

1 2

x x m                 (a)

x x m 3                  (b)

  


 
 

2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2x x (x x ) 2x x ( m) 2(m 3) m 2m 6            

3 3 3 3 3 2

1 2 1 2 1 2 1 2x x (x x ) 3x x (x x ) ( m) 3(m 3)( m) m 3m 9m               

c) Phương trình có nghiệm 1 2x ;x 0  

Khi đó:  

 2 2 2

1 2x x m 2m 6     

Do đó:  

 2 2 2 2

1 2x x 9 m 2m 6 9 m 2m 15 0            

 

2

(m)

(m)

' ( 1) 1.( 15) 1 15 16 0;

' 4

        

 
 

Suy ra: Phương trình có hai nghiệm:  

1 2

1 4 1 4
m 5;   m 3

1 1

 
      

Kiểm tra: 

 Với m 5 7 0      (loại). 

 Với m 3 9 0      (thỏa mãn). 

Vậy với m = - 3 thì phương trình có hai nghiệm x1; x2 thỏa mãn: 2 2

1 2x x 9  . 

d) Phương trình có nghiệm 1 2x ;x 0  

Dạng 1:  

(1) Tìm tham số khi biết hệ thức liên hệ giữa các nghiệm: 

 - Hệ thức đối xứng. 

 - Hệ thức không đối xứng. 

(2) Tính giá trị của biểu thức nghiệm theo tham số. 

(3) Tìm hệ thức độc lập giữa các nghiệm của phƣơng trình không phụ vào tham số. 

(4) Lập phƣơng trình bậc hai khi biết hai nghiệm của phƣơng trình. 
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Khi đó theo định lý Vi-et, ta có: 
1 2

1 2

x x m                 (a)

x x m 3                  (b)

  


 

Hệ thức: 2x1 + 3x2 = 5             (c) 

Từ (a) và (c) ta có hệ phương trình :  

1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 2 1 2

x x m 3x 3x 3m x 3m 5 x 3m 5

2x 3x 5 2x 3x 5 x m x x 2m 5

              
     

           

Thay 
1

2

x 3m 5

x 2m 5

  


 
vào (b) ta có phương trình:  

2

2

2

2

( m)

( 3m 5)(2m 5) m 3

6m 15m 10m 25 m 3

6m 26m 28 0

3m 13m 14 0

13 4.3.14 1 0

    

      

    

   

    

 Phương trình có hai nghiệm phân biệt: 

1

2

13 1
m 2

2.3

13 1 7
m

2.3 3

 
  

 
  

Kiểm tra: 

Với m 2 0    (thỏa mãn). 

Với 
7 25

m 0
3 9


    (thỏa mãn). 

Vậy với 
7

m 2;  m
3

    phương trình có hai nghiệm x1;  x2 thỏa mãn: 2x1 + 3x2 = 5. 

e) Phương trình (1) có nghiệm 1x 3 
2( 3) m.( 3) m 3 0

2m 12 0

m 6

      

   

 

Khi đó:  

1 2

2 1

2

2

     x x m

x m x

x 6 ( 3)

x 3

  

   

    

  

Vậy với m = 6 thì phương trình có nghiệm: x1 = x2 = - 3. 

f) Phương trình (1) có hai nghiệm trái dấu: 

ac 0

1.(m 3) 0

m 3 0

m 3

 

  

  

  

Vậy với m < - 3 thì phương trình có hai nghiệm trái dấu. 

g) Giả sử phương trình có hai nghiệm x1; x2.  

Khi đó theo định lí Vi-et, ta có:    

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

x x m m x x
x x x x 3

x x m 3 m x x 3

      
      

    

Bài tập 2: Cho phương trình bậc hai: 

x
2
 - 2mx + 4m - 3 = 0, (m là tham số). 
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a) Tìm m để phương trình có hai nghiệm x1 và x2. 

b) Tìm hệ thức liên hệ giữa x1 và x2 không phụ thuộc vào m. 

c) Tìm m thỏa mãn biểu thức: 2 2

1 2x + x = 6 . 

 Giải  

a) Ta có: ' = m
2
 - 4m + 3. 

Phương trình có hai nghiệm khi và chi khi: 

m 1 0

m 3 0 m 1
' 0

m 3m 3 0

m 1 0

  


         


 

 

b) Theo định lý Viét, ta có: 

 S = x1 + x2 = 2m (1)  

 P = x1x2 = 4m - 3 (2) 

Từ (1), ta có: 1 2x x
m

2


  thay vào (2) ta được: 

  2(x1 + x2) - x1x2 + 3 = 0 

Chú ý:  

- Đề bài yêu cầu tìm hệ thức không phụ thuộc vào m, ta thường tính m theo S rồi thay vào biểu 

thức chứa P. 

- Đề bài có thể yêu cầu chúng ta viết hệ thức "độc lập" với "m" thì ta cũng làm giống như vậy. 

c) Với điều kiện có hai nghiệm phương trình. 

Theo định lý Vi-et, ta có: 

 S = x1 + x2 = 2m   

 P = x1x2 = 4m - 3  

Suy ra: 

  
22 2 2

1 2 1 2 1 2x + x = x + x - 2x x = 4m -8m + 6  

 2 2 2

1 2

m 0
x x 6 4m 8m 0

m 2


      


 

So sánh với điều kiện, ta được giá trị m = 0. 

* Chú ý: Ta thường mắc sai lầm ở dạng bài toán này là khi tìm được giá trị của m là không so 

sánh với điều kiện của bài toán, để kết luận giá trị m chính xác nhất. 

Bài tập 3: Cho x1 = 3; x2 = 2 lập một phương trình bậc hai chứa hai nghiệm trên. 

 Giải 

Theo hệ thức Vi-ét ta có: 

 
1 2

1 2

S = x + x = 5

P = x x = 6





. 

Vậy x1; x2 là hai nghiệm của phương trình có dạng: 
2 2x -Sx + P = 0 x -5x +6 = 0  

Bài tập 4: Cho p và q là hai nghiệm của phương trình 3x
2
 + 7x + 4 = 0. Không giải phương trình, 

hãy lập một phương trình có các hệ số nguyên và có hai nghiệm là 
p

q -1
 và 

q

p -1
. 

 Giải 

Áp dụng định lý Viét, ta có: 

7
p + q = -

3

4
pq =

3







 

Vì 
p

q -1
 và 

q

p -1
 là hai nghiệm của phương trình nên ta có: 
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   

  

   

 

 

2

p p -1 + q q -1 p + q - 2pq - p + qp q
+ = =

q -1 p -1 q -1 p -1 pq - p + q +1
   

p q pq
. =

q -1 p -1 pq - p + q +1









2

7 4 7 46- - 2. +
233 3 3 9= =

4 7 42 21
+ +1

3 3 9

4 4

23 3= =
4 7 14 7

+ +1
3 3 3

 
 
 




 






Khi đó, phương trình viết được có các hệ số x
2
 - 

23

21
x + 

2

7
= 0 Hay 21x

2
 - 23x + 6 = 0. 

Vậy phương trình lập được với các hệ số nguyên là 21x
2
 - 23x + 6 = 0. 

Bài tập 5: Cho phương trình: x
2
 - 3x + 2 = 0, có 2 nghiệm phân biệt x1, x2.  

Không giải phương trình trên, hãy lập phương trình bậc 2 có ẩn là y thoả mãn: 
1

21
x

1
xy  và 

2

12
x

1
xy 

Giải 

Theo hệ thức Vi-ét, ta có: 

1 2
1 2 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

x + x1 1 1 1 3 9
S = y + y = x + + x + = (x + x ) + + = (x + x ) + = 3+ =

x x x x x x 2 2

 
 
 

1 2 2 1 1 2

1 2 1 2

1 1 1 1 9
P = y y = (x + )(x + ) = x x +1+1+ = 2 +1+1+ =

x x x x 2 2

Vậy phương trình cần lập có dạng:  y
2
 - Sy + P = 0 hay 2 29 9

y - y + = 0 2y -9y +9 = 0
2 2



Bài tập 6: Cho phương trình ax
2
 + bx + c = 0, (a ≠ 0) và số thực k  R\{-1; 0; 1}. 

Chứng minh rằng điều kiện để phương trình có hai nghiệm x1, x2 mà nghiệm này gấp k lần 

nghiệm kia là kb
2
 = (k + 1)

2
ac. 

Giải 

Giả sử phương trình có hai nghiệm x1 và x2, mà x1 = kx2.

Theo định lý Viét, ta có:  

 1 2 2 2 2

2

1 2 2 2 2

b b b
x x kx x k 1 x

a a a
   

c c c
x x kx x kx

a a a

  
            

   
    
    

   

 
 

2

2

2
22

22

b b c
x k

a k 1 a k 1 a

kb c
kb k 1 ac.

aa k 1

 
         

    


Cách khác: Ta có thể kiểm tra điều kiện có hai nghiệm của phương trình dựa vào yêu cầu chứng 

minh. 

Bài tập 7: (Đề thi chuyên ngoại ngữ Hà Nội năm 1996 - 1997) 

Tìm a và b để hai phương trình: x
2
 - (a + 3b)x - 6 = 0 và x

2
 - (2a + b)x -3a = 0 tương đương. 

Giải 
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Nhận xét: Phương trình thứ nhất luôn có nghiệm vì  = (a + 3b)
2
 + 24 > 0. 

Giả sử hai phương trình tương đương và có chung tập nghiệm là {x1; x2}. 

Áp dụng định lý Viét cho phương trình thứ nhất, ta có hệ phương trình: 

 
1 2

1 2

x x a 3b

x x 6

  


 
 

Áp dụng định lý Viét cho phương trình thứ hai, ta có hệ phương trình: 

 
1 2

1 2

x x 2a b

x x 3a

  


 
 

Từ hai hệ phương trình trên, ta có hệ phương trình: 

 
2a b a 3b a 2

3a 6 b 1

    
 

    
 

Đảo lại: Khi a = 2 và b = 1 thì hai phương trình trở thành: x
2
 - 5x - 6 = 0.  

Do đó hai phương trình đã cho tương đương nhau. 

Vậy a = 2 và b = 1. 

Chú ý:  

Ta sử dụng phương pháp điều kiện cần và đủ để tìm tham số thỏa mãn phương trình có tính chất 

T nào đó. 

Cách giải: 

Điều kiện cần: Giả sử tính chất T được thỏa mãn, sử dụng tính chất T để tìm ra các giá trị có thể 

nhận được của tham số. 

Điều kiện đủ: Đảo lại, thử lại các giá trị vừa tìm được của tham số vào phương trình để chọn ra 

các tham số thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Bài tập 8: Cho phương trình: x
2
 - (m + 2)x + (2m - 1) = 0 có 2 nghiệm x1; x2. Hãy lập hệ thức 

liên hệ giữa x1; x2  độc lập đối với m. 

 Giải 

Ta có:      
2 22Δ = m + 2 - 4 2m-1 = m - 4m +8 = m- 2 + 4 > 0  

Do đó phương trình đã cho luôn có hai nghiệm phân biệt x1 và x2. 

Theo hệ thức Vi- ét, ta có: 

1 2
1 2

1 2
1 2

m = x + x - 2   (1)
x + x = m + 2

x x +1
x .x = 2m -1 m =       (2)

2


 

 
 



  

Từ (1) và (2) ta có: 

 1 2
1 2 1 2 1 2

x x +1
x + x - 2 = 2 x + x - x x -5 = 0

2
  

 

Dạng 2: Xét dấu các nghiệm số của phƣơng trình bậc hai. 

(1) Phƣơng trình bậc hai có nghiệm khi và chỉ khi 

 
 

a 0

0,  ' 0



   

 

(2) Phƣơng trình bậc hai có hai nghiệm dƣơng phân biệt khi và chỉ khi:  

 
 

a 0

0,  ' 0

S 0

P 0



   



 

 

(3) Phƣơng trình bậc hai có hai nghiệm âm phân biệt khi và chỉ khi:  
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 

a 0

0, ' 0

S 0

P 0



   



 

(4) Phƣơng trình bậc hai có hai nghiệm trái dấu khi và chi khi P < 0. 

(5) Phƣơng trình bậc hai có hai nghiệm trái dấu thỏa mãn  1 2 1 2x 0;  x 0 x x   khi và 

chỉ khi 

 

a 0

0,  ' 0

S 0

P 0



   



 

(6) Phƣơng trình bậc hai có hai nghiệm trái dấu thỏa mãn  1 2 1 2x 0;  x 0 x x   khi và 

chỉ khi 

 

a 0

0,  ' 0

S 0

P 0



   



 

Bài tập 9: Xác định tham số m sao cho phương trình:  2 22x - 3m +1 x + m - m-6 = 0 có 2 

nghiệm trái dấu. 

Giải 

Phương trình có hai nghiệm trái dấu khi: 

Δ 0
    

P < 0





2 2

2

Δ = (3m +1) - 4.2.(m - m - 6) 0

m - m - 6
P = < 0

2

 


 



2Δ = (m - 7) 0, m

P = (m - 3)(m + 2) < 0

  
 



-2 < m < 3

Vậy với -2 < m < 3 thì phương trình có hai nghiệm trái dấu.

Bài tập 10: Cho phương trình: 

x
2
 - 2(m + 1)x + m

2
 - 4m + 3 = 0, (với m là tham số) 

a) Tìm m để phương trình có nghiệm.  

b) Tìm hệ thức độc lập với m. 

c) Tìm m để phương trình có hai nghiệm trái dấu. 

d) Tìm m để phương trình có hai nghiệm cùng dấu. 

e) Tìm m để phương trình có hai nghiệm âm. 

f) Tìm m để phương trình có hai nghiệm dương. 

Giải 

a) Phương trình có nghiệm khi và chỉ khi:

' ≥ 0   (m + 1)
2
 - m

2
 + 4m - 3 ≥ 0 

 6m - 2 ≥ 0  
1

m
3

 . 

b) Theo định lý Vi-ét, ta có:  

S = x1 + x2 = 2(m + 1) 

P = x1x2 = m
2
 - 4m + 3  

Suy ra:  
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 4x1x2 = (x1 + x2 - 2)
2
 - 8(x1 + x2 - 2) + 12  

        2 2

1 2x x  - 2x1x2 -12(x1 + x2) + 32 = 0 

c) Phương trình có hai nghiệm trái dấu 

 P = x1x2 < 0  m
2
 - 4m + 3 < 0  (m - 1)(m - 3) < 0  1 < m < 3. 

Kết hợp với điều kiện: 
1

m
3

  V  (1 < m < 3)  1 < m < 3. 

d) Phương trình có hai nghiệm cùng dấu: 

1
' 0 m

m 33
P 0

m 1 m 3


   

    
     

 

e) Phương trình có hai nghiệm âm: 

1
m

' 0 3

S 0 m 1

P 0 m 1 m 3


 


     

     


 

Không tồn tại giá trị của m. 

f) Phương trình có hai nghiệm dương: 

1
m

' 0 13
m 1

S 0 m 1 3

m 3P 0 m 1 m 3


  

        


       


 

Bài tập 11: Tìm m để phương trình: x
2
 - 2mx + 16 = 0 có hai nghiệm lớn hơn 1. 

 Giải 

Đặt: x = X + 1. Khi đó phương trình đã cho trở thành: 

 (X + 1)
2
 - 2m(X + 1) + 16 = 0  

hay  

 X
2
 + 2(1 - m)X- 2m + 17 = 0  (1)  

Phương trình đã cho có hai nghiệm lớn hơn 1 thì phương trình (1) có hai nghiệm dương: 

  

2 2m 16 0' 0 m 16
17

S 0 2 m 1 0 m 1 4 m
2

P 0 172m 17 0
m

2


   


          
        



 

Chú ý: Để so sánh nghiệm của phương trình ax
2
 + bx + c = 0, (a ≠ 0) với một số k cho trước, ta 

dùng phương pháp đặt ẩn phụ x = X + k và xét dấu các nghiệm của phương trình: 

a(X + k)
2
 + b(X + k) + c = 0. 

 

Dạng 3: Tìm hai số khi biết và tích của chúng. 

Cách giải: 

Bƣớc 1: Gọi hai số cần tìm là x và y. 

 Tính: S = x + y = a; P = x.y = b 

Bƣớc 2: Khi đó x và y là hai nghiệm của phƣơng trình:  

X
2
 - SX + P = 0 

Bƣớc 3: Giải phƣơng trình trên, tìm x; y. 

Bài tập 12: Tìm hai số a, b biết tổng S = a + b = 3 và tích P = ab = 4. 

 Giải 

Đặt: S = a + b = 3 và  P = ab = 4 

Khi đó: a và b là hai nghiệm của phương trình: x
2
 + 3x - 4 = 0 

Giải phương trình trên ta được: x1 = 1 và x2 = -4 
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Vậy hai số a và b cần tìm là a = 1 và b = 4; a = -4 và b = 1. 

Bài  tập 13: Tìm 2 số a và b biết 

1) a + b = 9 và a
2
 + b

2
 = 41 

2) a b = 5 và ab = 36 

3) a
2
 + b

2
 = 61 và ab = 30 

Giải 

1) Áp dụng hệ thức VI- ÉT, ta có: 

 
2 2 2a + b = 9 a + b = 81 a + 2ab + b = 81 

 2 281- a + b
ab = = 20

2
Khi đó: a, b là nghiệm của phương trình có dạng: x

2
 - 9x + 20 = 0 

Phương trình trên có hai nghiệm là x = 4; x = 5. 

Vậy hai số a và b cần tìm là a = 4 và b = 5; a = 5 và b = 4. 

2) Ta có:  

ab = 36. 

Do đó cần tìm tổng : a + b 

Cách 1: Đặt c = b, 

Ta có: a + c = 5 và a.c = 36 

Khi đó: a, c là nghiệm của phương trình: x
2
 - 5x - 36 = 0 

Phương trình trên có hai nghiệm là x - 4; x = 9. 

Vậy hai số a và b cần tìm là a = 4; c = 9; b = 9 và a = 9; c = -4; b = 4. 

Cách 2: Từ  

   

   

2 2

2 2

    a - b = a + b - 4ab

a + b = a - b + 4ab = 169

 
2 2

a + b = -13
a + b =13

a + b =13


  



Với a + b = -13 và ab = 36.  

Khi đó a, b là nghiệm của phương trình: 
12

2

x = -4
x +13x + 36 = 0

x = -9


 



Vậy a = - 4; b = -9. 

Với a + b = 13 và ab = 36.  

Khi đó a, b là nghiệm của phương trình: 
12

2

x = 4
x -13x + 36 = 0

x = 9


 



Vậy a = 9; b = 4 

3) Ta có: ab = 30, do đó cần tìm a + b: 

T ừ: a
2
 + b

2
 = 61  

2 2 2 2a + b = a + b + 2ab = 61+ 2.30 =121=11
a + b = -11

a + b = 11


 



Nếu a + b = -11 và ab = 30.  

Khi đó a, b là hai nghiệm của phương trình: 
12

2

x = -5
x +11x + 30 = 0

x = -6


 



Vậy a = 5 và b = 6 ; a = 6 và b = 5

Nếu a + b = 11 và ab = 30. 

Khi đó a, b là hai nghiệm của phương trình: 
12

2

x = 5
x -11x + 30 = 0

x = 6


 



Vậy a = - 5 và b = 6; a = 6 và b = 5. 

6.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải các phương trình sau: 

a) x
2
 - 6x + 5 = 0    b) 2x

2
 + 7x + 5 = 0 
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c) 3x
2
 - 27 = 0     d) 4x

2
 + 12 = 0 

e) 12x
2
 - 10x = 0    f) -6x

2
 - 5x + 1 = 0 

Bài tập 2: Cho phương trình: x
2
 - 2mx + m - 1 = 0. 

a) Tìm m để phương trình có hai nghiệm cùng âm. 

b) Tìm m để phương trình có hai nghiệm trái dấu. 

c) Tìm m để phương trình có hai nghiệm cùng dương. 

Bài tập 3: Cho phương trình: x
2
 + px - 5 = 0 có nghiệm x1; x2.  

Hãy lập phương trình có hai nghiệm là hai số được cho trong mỗi trường hợp sau: 

 a) -x1 và 2x  

 2

1b) x và 2

2x  

Bài tập 4: Chứng minh rằng nếu tích một nghiệm của phương trình x
2
 + ax + 1 = 0 với một 

nghiệm nào đó của phương trình x
2
 + bx + 1 = 0 thì 

2 2 2 2

4 1 1
2

a b a b
    

Bài tập 5: Cho phương trình: 2 2x 3y 2xy 2x 10y 4 0       

a) Tìm nghiệm (x; y) của phương trình thỏa mãn: x
2
 + y

2
 = 10. 

b) Tìm nghiệm nguyên của phương trình trên. 

Bài tập 6: Cho phương trình: 
2(x k 3) x 2(k 3)x 3k 9 0          

a) Giải phương trình khi k = 3. 

b) Tìm các giá trị của k để phương trình (1) có hai nghiệm dương và một nghiệm âm. 

Bài tập 7: Cho phương trình ẩn x, tham số t: 2 2x 2(t 1)x t 3 0      

a) Tìm t để phương trình đã cho có nghiệm. 

b) Tìm t để phương trình đã cho có hai nghiệm sao cho tổng hai nghiệm bằng tích hai nghiệm. 

Bài tập 8: Cho phương trình bậc hai ẩn x, tham số m: 2mx 5x (m 5) 0      

a) Giải phương trình trên khi m = 5. 

b) Chứng tỏ rằng phương trình đã cho luôn có nghiệm với mọi giá trị của m. 

c) Trong trường hợp phương trình (1) có hai nghiệm phân biệt x1; x2. Hãy tính theo m giá trị của 

biểu thức 2 2

1 2 1 2A 16x x 3(x x ).    Tìm m để A = 0. 

Bài tập 9: Cho phương trình ẩn x, tham số m: 2 2 3(m 3)x 2(m 3m)x m 12 0       

a) Tìm số nguyên m nhỏ nhất sao cho phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt. 

b) Gọi x1; x2 là hai nghiệm của phương trình đã cho.  

Tìm số nguyên m lớn nhất sao cho 2 2

1 2x x  là một số nguyên. 

Bài tập 10: Cho phương trình bậc hai ẩn x, m là tham số: 2x - 2(m-3)x + 2m-7 = 0  

a) Chứng tỏ rằng phương trình đã cho luôn có nghiệm với mọi m. 

b) Gọi hai nghiệm của phương trình đã cho là 1 2x ;  x . Hãy tìm m để 
1 2

1 1
+ = m

x +1 x +1
 

Bài tập 11: Cho phương trình bậc hai: x
2
 - 2x - m

2
 = 0 có các nghiệm x1; x2. Hãy lập phương 

trình bậc hai có các nghiệm y1; y2  sao cho: 

a) y1 = x1 - 3 và y2 = x2 - 3   b) y1 = 2x1 - 1 và y2 = 2x2 - 1 

Bài tập 12: Cho phương trình bậc hai ẩn x, m là tham số: 2x -3mx +3m- 4 = 0   

a) Chứng minh rằng với mọi giá trị của m phương trình đã cho luôn có hai nghiệm phân biệt? 

b) Hãy tìm m để phương trình đã cho có một nghiệm 1x = 4 + 2 3 .  

Khi đó hãy tìm nghiệm 2x  của phương trình đó  

Bài tập 13: Cho phương trình: x
2
 - 5x - 1 = 0 có 2 nghiệm x1; x2. Hãy lập phương trình bậc hai 

có ẩn y thoả mãn 4

11 xy   và 4

22 xy  . 

Bài tập 14: Cho phương trình bậc hai ẩn x, m là tham số: 2x - 2x + m = 0  

a) Tìm m để phương trình đã cho có nghiệm. 

b) Chứng minh rằng với mọi m phương trình đã cho không thể có hai nghiệm cùng là số âm. 

c) Tìm m để phương trình đã cho có hai nghiệm x1, x2 thỏa mãn:  x1 - 2x2 = 5. 

Bài tập 15: Cho hai phương trình bậc hai ẩn x (a là tham số): 
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2x -3x -a - 2 = 0 và 2x +ax +1= 0  

a) Giải các phương trình trên trong trường hợp  a = -1. 

b) Chứng minh rằng với mọi giá trị của a trong hai phương trình trên luôn có ít nhất một trong 

hai phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt. 

Bài tập 16: Cho phương trình bậc hai ẩn x (m, n là các tham số): 
2 2 2x + (m + n)x - (m + n ) = 0

a) Giải phương trình trên khi m = n = 1. 

b) Chứng minh rằng với mọi giá trị của m, n thì phương trình đã cho luôn có nghiệm. 

c) Tìm m, n để phương trình đã cho tương đương với phương trình: 2x - x -5 = 0 . 

Bài tập 17: Cho phương trình: 2x - 2(m +1)x + 2m +5 = 0

a) Giải phương trình khi 
5

m =
2

b) Tìm tất cả các giá trị của m để phương trình đã cho có nghiệm.

Bài tập 18: Cho phương trình bậc hai: 2 2x - 2(m +1)x + m +3m + 2 = 0

a) Tìm các giá trị của m để phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt. 

b) Tìm giá trị của m thỏa mãn 2 2

1 2x + x =12 (trong đó 1 2x ,  x là hai nghiệm của phương trình).
 

Bài tập 19: Cho hai phương trình: 2x -3x + 2m +6 = 0  và 2x + x -2m-10 = 0 

a) Giải hai phương trình trên với m = - 3. 

b) Tìm các giá trị của m để hai phương trình trên có nghiệm chung. 

c) Chứng minh rằng với mọi giá trị của m ít nhất một trong hai phương trình trên có nghiệm.

Bài tập 20:  

a) Chứng minh rằng: Nếu phương trình bậc hai 2ax + bx +c = 0 có hai nghiệm là 1 2x ,  x thì 

1 2

b
x + x = -

a
và 1 2

c
x .x =

a
. 

b) Tìm hai số biết tổng của chúng bằng 4 và tích của chúng - 5. 

c) Tìm số nguyên a để phương trình 2 2x -ax +a -7 = 0 có nghiệm. 

Bài tập 21: Cho phương trình: x
2
 - 2(m + 1)x + m - 4 = 0, (m là tham số) 

1) Giải phương trình trên với m = 1. 

2) Tìm các giá trị của m để phương trình trên có hai nghiệm trái dấu. 

3) Với x1, x2 là nghiệm của phương trình đã cho. Tính theo m giá trị của biểu thức:  

                                A = x1(1 - x2) + x2(1 - x1). 

Bài tập 22: Cho phương trình:  2x
2
 + mx + m - 3 = 0, (m là tham số) 

1) Giải phương trình trên khi m = -1. 

2) Chứng minh rằng phương trình trên luôn có hai nghiệm phân biệt với mọi giá trị của m. 

3) Tìm các giá trị của m để phương trình trên có hai nghiệm trái dấu và nghiệm âm có giá trị 

tuyệt đối lớn hơn nghiệm dương. 

Bài tập 23: Cho phương trình: x
2
 - 2x - 1 = 0 có hai nghiệm là x1, x2.  

Tính giá trị của biểu thức : 2 1

1 2

x x
S = +

x x
. 

Bài tập 25: Cho phương trình x
2
 - 6x + m = 0. Tìm giá trị của m để phương trình có nghiệm duy 

nhất. 

Bài tập 26: Cho phương trình x
2
 - 2(k + 3)x + 2k - 1 = 0. 

a) Giải phương trình khi 
1

k
2



b) Tìm k để phương trình có một nghiệm là và tìm nghiệm còn lại nếu có. 

c) Chứng minh rằng phương trình luôn có hai nghiệm x1 và x2 với mọi k. 

Bài tập 27: Cho phương trình x
2
 - 2(m + 1) + 2m + 10 = 0. Tìm m để phương trình có nghiệm.

Bài tập 28: Tìm m để phương trình x
2
 - mx + 2m - 3 = 0 tương đương với phương trình  

x
2
 - (m

2
 + m - 4)x  + 1 = 0. 

Bài tập 29: Tìm m để hai phương trình x
2
 + 3x + 2m = 0 và x

2
 + 6x + 5m = 0 có nghiệm xen kẻ 

nhau. 
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Bài tập 30: Cho phương trình:  
2

2m 2x - 2 -1 = 2 - x + m  

a) Giải phương trình khi m = 2 +1 

b) Tìm m để phương trình có nghiệm x = 3- 2  

c) Tìm m để phương trình có nghiệm dương duy nhất 

Bài tập 31: Cho phương trình:   2m- 4 x - 2mx + m- 2 = 0         

a) Tìm m để phương trình có nghiệm 2x  . Tìm nghiệm còn lại  

b) Tìm m để phương trình 2 có nghiệm phân biệt  

Bài tập 32: Cho phương trình:   2x - 2 m +1 x + m- 4 = 0        

a) Tìm m để phương trình 2 có nghiệm trái dấu  

b) Chứng minh rằng phương trình luôn có 2 nghiệm phân biệt với mọi m 

Bài tập 33: Tìm m để phương trình: 

a)  2x - x + 2 m-1 = 0   có hai nghiệm dương phân biệt  

b) 24x + 2x + m-1= 0   có hai nghiệm âm phân biệt 

c)    2 2m +1 x - 2 m +1 x + 2m-1= 0  có hai nghiệm trái dấu 

Bài tập 34: Cho phương trình:  2 2x - a -1 x -a + a - 2 = 0  

Chứng minh rằng phương trình trên có 2 nghiệm trái dấu với mọi a 

Bài tập 35: Cho b và c là hai số thoả mãn hệ thức:
1 1 1

+ =
b c 2

  

Chứng minh rằng ít nhất một trong hai phương trình sau phải có nghiệm. 

 
2

2

x + bx + c = 0

x + cx + b = 0
 

Bài tập 36:Với giá trị nào của m thì hai phương trình sau có ít nhất một nghiệm số chung:   

 
 

 

2

2

2x - 3m + 2 x +12 = 0     (1)

4x - 9m - 2 x + 36 = 0      (2)
   

Bài tập 37: Cho phương trình: 2 22x - 2mx + m - 2 = 0  

a) Tìm các giá trị của m để phương trình có hai nghiệm dương phân biệt 

b) Giả sử phương trình có hai nghiệm không âm, tìm nghiệm dương lớn nhất của phương trình 

Bài tập 38: Cho phương trình:  2x - 2 m-1 x + 2m-5 = 0  

a) Chứng minh rằng phương trình luôn có hai nghiệm với mọi m 

b) Tìm m để phương trình có hai nghiệm cung dấu. Khi đó hai nghiệm mang dấu gì? 

Bài tập 39: Cho f(x) = x
2 
- 2 (m+2)x + 6m +1 

a) CMR phương trình  f(x) = 0 có nghiệm với mọi m 

b) Đặt x = t + 2 .Tính f(x) theo t, từ đó tìm điều kiện đối với m để phương trình f(x) = 0 có 2 

nghiệm lớn hơn 2  

Bài tập 40: Cho phương trình:  2 2x - 2m-3 x + m -3m = 0  

a) CMR phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt với mọi m 

b) Xác định m để phương trình có hai nghiệm 21 x,x thoả mãn 1 21< x < x < 6 . 

Bài tập 41: Cho phương trình: x2 + (4m + 1)x + 2(m - 4) = 0. 

Tìm hệ thức liên hệ giữa x1 và x2 sao cho chúng không phụ thuộc vào m. 

Đáp số: 1 2 1 22x x +(x + x ) +17 = 0  

Bài tập 42: Cho phương trình: (m - 1)x
2
 - 2mx + - 4 = 0 có 2 nghiệm x1; x2. Lập hệ thức liên hệ 

giữa x1; x2 không phụ thuộc vào m. 

Đáp số:  1 2 1 23 x + x + 2x x -8 = 0  

Bài tập 43: Cho phương trình: x
2
 - (2m + 1)x + m

2
 + 2 = 0. Tìm m để hai nghiệm x1 và x2 thoả 

mãn hệ thức: 3x1x2 - 5(x1 + x2) + 7 = 0. 

Đáp số: m = 2. 

Bài tập 44:  
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(1) Cho phương trình: mx
2
 + 2(m - 4)x + m + 7 = 0. Tìm m để hai nghiệm x1 và x2 thoả mãn hệ 

thức: x1 - 2x2 = 0. 

Đáp số: m = 1; m = -128. 

(2) Cho phương trình: x
2
 + (m - 1)x + 5m - 6 = 0. Tìm m để hai nghiệm x1 và x2 thoả mãn hệ 

thức: 4x1 + 3x2 = 1. 

Đáp số: m = 0; m = 1. 

(3) Cho phương trình: 3x
2
 - (3m - 2)x - (3m + 1) = 0. Tìm m để hai nghiệm x1 và x2 thoả mãn hệ 

thức: 3x1 - 5x2 = 6.  

Đáp số: 

m = 0

32
m = -

15






7. Phƣơng trình bậc ba. 

7.1. Dạng tổng quát: 3 2ax +bx +cx +d = 0 , ( a 0 ) 

7.1.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải:  

Bước 1: Nhẩm một nghiệm của phương trình. Giả sử nghiệm đó là x = x0 

Thông thường thường nghiệm của nhẩm được là x0 = 
p

q
(trong đó p là ước của d, q là ước của a). 

Bước 2: Sử dụng phép chia đa thức hoặc sử dụng sơ đồ HOOCNE để phân tích vế trái thành 

nhân tử và đưa phương trình (1) về dạng tích số: 

Sơ đồ hooner: 

                    

Trong đó: a = A, x0.A + b = B, x0.B + c + C, x0.C + d = 0 

   (x - x0)(Ax
2 

+ Bx + C) = 0 

0

2

x = x
 

Ax + Bx + C = 0 
 


 



Bước 3: Giải phương trình. 

Lưu ý:  

Định lý Bezu (Bơ - du): Đa thức P(x) có nghiệm x = x0 khi và chỉ khi P(x) chia hết cho x - x0;. 

7.1.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: x
3
 - 2x

2
 - 2x + 1 = 0 

Giải 

Ta nhẩm được ước của (-1) là -1 và 1. Thử x = -1 thỏa mãn.

Phương trình được viết lại là: 

    (x
3
 +1) - 2x(x +1) = 0

 (x +1)(x
2
 -3x + 1) = 0 














2

53
x

1x

Vậy phương trình có ba nghiệm: x = -1; 
2

53
x


 ; 

2

53
x


 . 

Bài tập 2: Giải phương trình sau: x
3
 - x

2
 + 3x - 10 = 0 

Giải 

Nhận thấy x = 2 (ước của 10) là nghiệm của phương trình nên: 

      x
3
 - x

2
 + 3x - 10 = 0 

 (x - 2)(x
2
 + x + 5) = 0  

 x = 2. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 2.

Bài tập 3: Giải phương trình: 4x
3
 - 3x - 9 = 0 

Giải 

a b c d 

x0 A B C 0 (số 0)
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Ta có: x = 
2

3
 (3 là ước của d = 9, 2 là ước của 4) là nghiệm của phương trình. 

Khi đó phương trình trở thành: (2x - 3)(2x
2
 + 3x + 3) 

 x = 
2

3
 (vì phương trình 2x

2
 + 3x + 3 = 0 vô nghiệm) 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất x = 
2

3
. 

Bài tập 4: Giải phương trình: x
3
 + 7x

2
 + 6x = 0. 

 Giải 

Ta có:  

     x
3
 + 7x

2
 + 6x = 0. 

 x(x
2
 + 7x + 6) = 0 

 








06x7x

0x

2
 

 















6x

1x

0x

 

Vậy phương trình có ba nghiệm: x = 0; x = -1; x = -6. 

 

7.2. Phƣơng trình bậc ba đối xứng: ax
3
 + bx

2
 + cx + d = 0, (a  0) 

7.2.1. Kiến thức cơ bản: 

Dạng phương trình: ax
3
 + bx

2
 + cx + d = 0, (a  0) 

Nếu a + b + c + d = 0 → x = 1 là nghiệm 

Nếu a - b + c - d = 0 → x = - 1 là nghiệm 

7.2.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: x
3
 - 6x

2
 + 11x - 6 = 0 

 Giải 

Nhận thấy tổng các hệ số cộng lại bằng 0 nên phương trình có nghiệm x = 1. 

Sử dụng sơ đồ hooner, ta có:  

 

 

 

Phương trình được viết lại là:  

     (x - 1)(x
2
 - 5x + 6) 

 (x - 1)(x -2)(x - 3) = 0 

Vậy phương trình có ba nghiệm: x = 1, x = 2, x = 3. 

Bài tập 2: Giải phương trình: 2x
3
 - 4x

2
 - 13x - 7 = 0 

 Giải 

Các hệ số: a - b + c - d = 0 nên phương trình có nghiệm x = -1. 

Sử dụng sơ đồ hooner, ta có:  

 

 

 

Phương trình được viết lại là:  

    (x + 1)(2x
2
 - 6x - 7) 

Vậy phương trình có ba nghiệm: x = -1, 
2

233
x


 ; 

2

233
x


 . 

Bài tập 3: Giải phương trình: 2x
2
 - 10x

2
 - 5x + 7 = 0 

 Giải 

Ta có: Các hệ số: 2 - (-10) + (-5) - (7) = 0 

x = -1 là nghiệm của phương trình: 

Sơ đồ Hooner: 

 1 -6 11 -6 

1 1 -5 6 0 

 2 -4 -13 -7 

-1 2 -6 -7 0 

 2 -10 -5 7 
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Phương trình trở thành:  

      (x + 1)(2x
2
 - 12x + 7) = 0 

 








07x12x2

01x

2

 





















2

226
x

2

226
x

1x

Vậy phương trình đã cho có ba nghiệm x = -1; 
2

226
x


 ; 

2

226
x


 . 

7.3. Phƣơng trình có hệ số đối xứng: ax
3
 + bx

2
 + bx + a = 0, (a  0) 

7.3.1. Kiến thức cơ bản: 

Dạng phương trình: ax
3
 + bx

2
 + cx + d = 0, (a  0) được gọi là có hệ số đối xứng nếu a = c, d = d.

Khi đó: Ta có x = -1 luôn là nghiệm của phương trình. 

7.3.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: 3x
3
 + 5x

2
 + 5x + 3 = 0 

Giải 

Ta có x = -1 là nghiệm của phương trình.

Sử dụng sơ đồ hooner, ta có:  

Phương trình được viết lại là:  

    (x + 1)(3x
2
 + 2x + 3) 

(Vì phương trình 3x
2
 + 2x + 3 = 0 vô nghiệm) 

Vậy phương trình có ba nghiệm: x = -1. 

7.4. Phƣơng trình bậc ba hồi quy: ax
3
 + bx

2
 + cx + d = 0, (a, d  0, ac

3
 = db

3
) 

Từ điều kiện ta thấy nếu c = 0 thì b = 0  Phương trình (*) có nghiệm 3
-d

x =
a

Nếu c  0 thì b  0, điều kiện 

3
d c

a b

 
   

 

Đặt: 
c

t
b
  thì c = - bt và d = - at

3
. 

Khi đó phương trình trở thành ax
3
 + bx

2
 - btx - at

3
 = 0 

 (x - t)[ax
2
 + (at + b) + at

2
] = 0 

 2 2

x t

ax at b x at 0


 

   

Vậy 
c

x
b

  là một nghiệm của phương trình. Nếu  = (at + b)
2
 - 4a

2
  0 thì phương trình có 

thêm các nghiệm 
 at b

x
2a

   
 . 

7.5. Bài tập tự luyện chung: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: 2x
3
 - 9x

2
 + 12x - 4 = 0 

Bài tập 2: Giải phương trình sau: x
3
 + x

2
 - x + 2 = 4x - 1 

-1 2 -12 7 0 

3 5 5 3 

-1 3 2 3 0 
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Bài tập 3: Giải phương trình sau: 2x
3
 + 7x

2
 - 28x + 12 = 0 

Bài tập 4: Cho các phương trình sau: 

 a) x
3
 - 3x

2
 + 2 = mx + m - 2 

 b) x
3
 - (2m + 1)x

2
 + mx + m = 0 

 c) x
3
 - 2(m + 1)x

2
 + (7m - 2)x + 4 - 6m = 0 

 d) mx
3
 - (m - 4)x

2
 + (4 + m)x - m = 0 

 e) x
3
 + (1 - m)x

2
 - 3mx + 2m

2
 = 0 

Với giá trị nào của m thì các phương trình trên có ba nghiệm phân biệt. 

Bài tập 5: Cho phương trình: x
3
 + 3mx

2
 - 3x - 3m + 2 = 0. 

Tìm m để phương trình có ba nghiệm phân biệt x1, x2, x3 sao cho 2 2 3

1 2 2A = x + x + x  đạt GTLN. 

Bài tập 6: Giải phương trình sau: 3x3 + 6x2 - 4x = 0 

Bài tập 7: Giải phương trình sau: x3 - 5x2 - x + 5  = 0 

Bài tập 8: Giải phương trình sau: (x + 1)3 - x + 1 = (x - 1)(x-2) 

Bài tập 9: Giải phương trình sau: (5x2 + 3x + 2)2 = ( 4x2  - 3x - 2)2 

Bài tập 10: Giải phương trình sau: 8x
3
 - 2x

2
 - x + 1 = 0 

Bài tập 11: Định m để phương trình: x
3
 - 2x

2
(4m

2
 + 3m - 3)x + 2m(m + 3) = 0 

có 3 nghiệm phân biệt. 

Bài tập 12: Giải phương trình: x
3
 - 12x + 16 = 0. 

Bài tập 13: Cho phương trình: x
3
 + (m -1)x

2
 - 3mx + 2m - 4 = 0 

a) Chứng tỏ phương trình có một nghiệm không phụ thuộc m 

b) Tìm m để tập nghiệm của phương trình đã cho có đúng hai giá trị. 

Bài tập 14: Cho phương trình: x
3
 + (m + 1)x

2
 + 2(m - 2)x - 3m + 2 = 0 

a) Định m để phương trình có 3 nghiệm dương phân biệt. 

b) Với những giá trị nào của m thì phương trình có 3 nghiệm phân biệt nhỏ hơn 2. 

Bài tập 15: Chứng minh rằng phương trình: x
3
 - 6x

2
 + 9x - 10 = 0 có ít nhất 1 một nghiệm thực. 

 

8. Phƣơng trình bậc bốn: 

8.1. Phƣơng trình bậc bốn tổng quát: ax
4
 + bx

3
 + cx

2
 + dx + e = 0, (a ≠ 0) 

8.1.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Cách 1: Đưa về dạng: ax
4
 + bx

3
 + cx

2
 + dx + e = f(x).g(x), (f(x), g(x) là các đa thức bậc hai) 

Sử dụng phương pháp đồng nhất hệ số để tìm hai đa thức f(x) và g(x). 

Cách 2: Thử nhẩm nghiệm x = 
p

q
, với p, q lần lượt là ước của e và a. 

8.1.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: x
4
 + 4x

3
 − 10x

2
 + 37x − 14 = 0 (1) 

 Giải 

Phân tích: x
4
 + 4x

3
 − 10x

2
 + 37x − 14 = (x

2
 + px + q)(x

2
 + rx + s)  (2) 

trong đó p, q, r, s là các hệ số nguyên chưa xác định). 

Đồng nhất các hệ số của những số hạng cùng bậc hai vế của đồng nhất thức ta có phương trình 

sau: 

 





















14qs

37qrps

10prqs

4rp

 

Giải hệ phương trình trên bằng phương pháp thế, ta được: 

p = -5; q = 2; r = 1; s = -7. 

Thay các giá trị p, q, r, s vào phương trình (1), ta có: 

 x
4
 + 4x

3
 − 10x

2
 + 37x − 14 = (x

2
 - 5x + 2)(x

2
 + x - 7) 

Phương trình đã cho trở thành: 

 (x
2
 - 5x + 2)(x

2
 + x - 7) = 0 

Giải phương trình tích này, ta được bốn nghiệm là: 
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2

291-
 x;

2

175
x 21







8.2. Phƣơng trình trùng phƣơng: 

8.2.1. Kiến thức cơ bản: 

Dạng phương trình: ax
4 
+ bx

2 
+ c = 0, (a  0)   (1) 

Cách giải: 

Bước 1: Đặt: t = x
2
, (t  0) 

Bước 2: Khi đó phương trình được viết lại là: 

at
2 

+ bt  + c = 0    (2) 

Bước 3: Xét nghiệm của phương trình 

Nếu phương trình (2) vô nghiệm thì phương  trình (1) cũng vô nghiệm. 

Nếu phương trình (2) có nghiệm kép dương thì phương trình (1) có hai nghiệm đối nhau.

Nếu phương trình (2) có nghiệm kép âm thì phương trình (1) vô nghiệm. 

Nếu phương trình (2) có hai nghiệm đều âm thì phương trình (1) vô nghiệm. 

Nếu phương trình (2) có hai nghiệm phân biệt, trong đó có một nghiệm âm và một 

nghiệm  

dương thì phương trình (1) có hai nghiệm đối nhau. 

Nếu phương trình (2) có hai nghiệm phân biệt đều dương thì phương trình (1) có hai cặp 

nghiệm đối nhau từng đôi một. 

Quy tắc Đề các:  

Nếu phương trình có bao nhiêu lần đổi dấu thì có bấy nhiêu nghiệm dương (nếu phương trình có 

nghiệm). 

8.2.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: x
4
 - 5x

2
 - 36 = 0 

Giải 

Đặt: x
2
 = t  0. 

Khi đó phương trình trở thành: t
2
 - 5t - 36 = 0 

Giải phương trình bậc 2 này ta được hai nghiệm t = 9 và t = -4 (loại)

Xét với t = 9  x = 3 và x = -3. 

Suy ra phương trình đã cho có 2 nghiệm x = 3 và x = -3. 

Bài tập 2: Giải phương trình: x
4
 - 20x

2
 + 64 = 0 

Giải 

Đặt: x
2
 = t  0. 

Khi đó phương trình trở thành: t
2
 - 20t + 64 = 0 

Giải phương trình này ta được hai nghiệm: t = 4 và t = 16.

Với t = 4 suy ra x = 2 và x = -2 

Với t = 16 suy ra x = 4 và x = -4 

Suy ra phương trình đã cho có 4 nghiệm 

Bài tập 3: Cho phương trình: x
4
 - 2x

2
 + 1 - m

2
 = 0.  

Tìm giá trị m để phương trình có nghiệm x = 1 và x = -1. 

Giải 

Ta có: x = 1 là nghiệm, thay vào phương trình   m = 0 

Ta có: x = - 1 là nghiệm, thay vào phương trình  m = 0. 

Bài tập 4: Cho phương trình: x
4
 + mx

2
 - 1 = 0, (m là tham số)

Tìm giá trị m để phương trình có nghiệm. 

Giải 

  Nhận thấy hai hệ số a.c = -1 là số âm nên phương trình có nghiệm. 

Bài tập 5: Giải phương trình:   4 2

x 10x 9 0 . 

Giải 

Đặt: t = x
2
 ≥ 0. Khi đó phương trình trở thành: t

2
 - 10t + 9 = 0. 

Phương trình này cú hai nghiệm là t = 1 và t = 9.  

Với t = 1  x = 1, x = -1. 

Với t = 9  x = 3, x = -3. 

Vậy phương trình có 4 nghiệm phân biệt x = -1, x = 1, x = 3, x = -3. 
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Bài tập 6: Giải phương trình: x
4
 - 3x

2
 -  4 = 0 

 Giải 

Nhận thấy tổng các hệ số cộng lại bằng 0 nên phương trình có nghiệm x
2
 = -1 và x

2
=4 

Với x
2
 = 4  x = 2 và  x = -2 

8.3. Dạng 3: Phƣơng trình 4 3 2ax +bx +cx ±bx +a = 0 . 

8.3.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Xét x = 0 có là nghiệm của phương trình hay không, nếu có thì nhận một nghiệm. 

Bước 2: Xét x  0, chia cả hai vế của phương trình cho x
2
 ta được: 

      ax
2 
 + bx + c  

2

b a
+

x x
 = 0 

2

2

1 1
a x + + b x ± + c = 0

xx

   
    

   
  (*) 

Đặt: t = 
1

x +
x

, điều kiện: t 2 . 

Suy ra: 2 2

2

1
x + = t ± 2

x
 

Thay vào phương trình (*), ta được phương trình:  

a(t
2 
 2) + b.t + c= 0 

 Quy về phương trình bậc hai theo ẩn t  ta được nghiệm t (nếu có), rồi từ nghiệm t ta suy ra 

nghiệm x (nếu có). 

Bước 3: Thử lại và kết luận nghiệm. 

8.3.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: x
4
 + 5x

3
 - 12x

2
 + 5x + 1 = 0 

 Giải 

Ta thấy x = 0 không là nghịêm của phương trình. 

Chia cả hai vế của phương trình cho x
2
, ta được: 012

x

1
x5

x

1
x

2

2 
















  

Đặt: t = 2t
x

1
x

x

1
x 2

2

2 
















  

Khi đó phương trình viết lại là: t
2
 + 5t - 14 = 0 

giải phương trình này ta được t = 2, t = -7. 

Với t = 2  







 1

x

1
x x = 1. 

Với t = -7  


























2

537
x

2

537
x

7
x

1
x  

Vậy phương trình đã cho có 4 nghiệm 

Bài tập 2: Giải phương trình: x
4
 + x

3
 - 4x

2
 + x + 1 = 0 

 Giải 

Nhận thấy x = 0 không là nghiệm của phương trình. 

Chia hai vế cảu phương trình cho x
2
, ta được:  

 4
x

1
x

x

1
x

2

2 
















  

Đặt:  t = 
x

1
x   (điều kiện: |t| 2  

phương trình tương đương với  

 t
2
 + t - 6 = 0 
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    









3t

2t

Xét t = 2   
x

1
x  = 2   x = 1 

Xét t = 3  
x

1
x  = 3  x = 
















2

53
x

2

53
x

Vậy phương trình đã cho có ba nghiệm phân biệt là x = 1; 
2

53
x


 ; 

2

53
x


 . 

8.4. Dạng phƣơng trình: (x + a)
4
 + (x + b)

4
 = c, (c > 0)  (*) 

8.4.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Đặt: 
a + b

x = y -
2

.  

Khi đó phương trình (*) trở thành: 

4 4
a - b a - b

y + + y - = c
2 2

   
   
   

. 

Đặt: 
a - b

α =
2

để được phương trình gọn hơn: 

     (y +)
4
 + (y - )

4
 = c  [(y + )

2
 + (y - )

2
]
2
 - 2(y + )

2
(y - )

2
 = c. 

 (2y
2
 + 2

2
)

2
 - 2(y

2
 - 

2
)

2
 = c 

 2y
4
 + 12y

2


2
 + 2

4
 - c = 0.     

Đây là phương trình trùng phương, đã có cách giải.  

Lưu ý:  

Giải phương trình trên ta được nghiệm y rồi suy ra nghiệm x cần tìm, chú ý phải thử lại để được 

nghiệm đúng. 

8.4.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: (x + 3)
4
 + (x +1)

4
 = 706 

Giải 

Đặt: t = x + 2tx
2

13




Phương trình viết lại là:  

     (t +1)
4
 + (t - 1)

4
 = 706 

 t
4
 + 6t

2
 - 352 = 0 

Giải phương trình này ta được t
2
 = 16 và t

2
 = -22 (loại)

Với t
2
 = 16   t =  4. 

Xét t = 4  x = 2 

Xét t = -4  x = - 6. 

Bài tập 2: Giải phương trình: (x +1)
4
 + x

4
  = 1 

Giải 

Đặt: t = x - 
2

1

Phương trình viết lại là: 

    1
2

1
t

2

1
t

22




















 16t
4
 + 24t

2
 - 7 = 0 
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  













(lo¹i)  
4

7
t

4

1
t

2

2

 

Với t
2
 = 

2

1
t

4

1
  

Xét:  t = 1x
2

1
  

Xét: t = - 0x
2

1
  

Suy ra phương trình có hai nghiệm: x = 1 và x = 0. 

Bài tập 3: Giải phương trình sau: (x - 2004)
4
 + (x - 2006)

4
 = 2 

 Giải 

Đặt 
2004 2006

x y y 2005
2


    .  

Giải phương trình có nghiệm duy nhất là x = 2005. 

Bài tập 4: Giải phương trình sau: (2x - 1)
4
 + (2x - 3)

4
 = 2. 

 Giải 

Đặt 
1 3

x y y 2
2


    .  

Giải phương trình có nghiệm duy nhất là x = 1. 

Bài tập 5: Giải phương trình sau: (4x + 3)
4
 + (4x - 7)

4
 = 14642 

 Giải 

Đặt: 
3 7

x y y 2
2


    . 

Giải phương trình có nghiệm duy nhất là x = 2. 

 

8.5. Dạng phƣơng trình: (x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = r, (với a + b = c + d) 

8.5.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Phương trình viết lại là: 

     [x
2
 + (a + b)x + ab].[x

2
 + (c + d)x + cd] = r 

 [x
2
 + (a + b)x + ab].[x

2
 + (a + b)x + cd] = r 

Đặt: t = x
2
 + (a+b)x 

Khi đó phương trình trở thành  

     (t + ab)(t + cd) = r 

  t
2
 + (ab + cd)t + abcd - r = 0. 

Bước 2: Giải phương trình bậc hai này theo ẩn  t  ta được nghiệm t (nếu có), rồi từ nghiệm t suy 

ra nghiệm x cần tìm (nếu có). 

Bước 3:Thử lại và kết luận nghiệm. 

8.5.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: (x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4) = 120 (1) 

 Giải 

(1)  (x
2
 + 5x + 4)(x

2
 + 5x + 6) = 120 (2) 

Đặt: t = x
2
 + 5x.  

Phương trình (2) trở thành:  

    (t + 4)(t + 6) = 120 

 t
2
 + 10t - 96 = 0 

t 6

t 16


 

 
 

Với t = 6  x
2
 + 5x = 6  x

2
 + 5x - 6 = 0  
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x 1

x 6


 

 

Với t = - 16  x
2
 + 5x = -16  x

2
 + 5x + 16 = 0  

Phương trình này vô nghiệm. 

Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là S = {1; -6}. 

Bài tập 2: Giải phương trình sau: (x + 1)(x + 3)(x + 5)(x + 7) = 9 (1) 

Giải 

(1)  (x
2
 + 8x + 7)(x

2
 + 8x + 15) = 9 (2) 

Đặt: t = x
2
 + 8x.  

Phương trình (2) trở thành 

     (t + 7)(t + 15) = 9 

 t
2
 + 22t + 96 = 0 

t 6

t 16

 
 

 

Với t = - 6  x
2
 + 5x = - 6  x

2
 + 5x + 6 = 0  

x 2

x 3


 



Với t = - 16  x
2
 + 5x = -16  x

2
 + 5x + 16 = 0  

Phương trình này vô nghiệm. 

Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là S = {2; 3}. 

Bài tập 3: Giải phương trình sau: x(x - 2)(x + 1)(x + 3) = 72 (1) 

Giải 

(1)  (x
2
 + x)(x

2
 + x - 6) = 72 (2) 

Đặt: t = x
2
 + x.  

Phương trình (2) trở thành;  

     t(t - 6) = 72 

 t
2
 - 6t - 72 = 0 

t 12

t 6


 

 

Với t = 12  x
2
 + x = 12  x

2
 + x - 12 = 0  

x 4

x 3

 
 



Với t = - 6  x
2
 + x = -6  x

2
 + x + 6 = 0  

Phương trình này vô nghiệm. 

Vậy tập nghiệm của phương trình đã cho là S = {-4; 3}. 

Bài tập 4: Giải phương trình sau: (x - 1)(x - 3)(x + 5)(x + 7) = 297 

Giải 

Để ý thấy (-1) + 5 = (-3) + 7 cho nên ta biến đổi lại như sau:

Phương trình:  (x - 1)(x + 5)(x - 3)(x + 7) = 297 

 (x
2
 + 4x - 5)(x

2
 + 4x - 21) = 297 

Đặt: y = x
2
 + 4x. Khi đó phương trình trở thành: 

     (y - 5)(y - 21) = 297 

 y
2
 - 26y - 192 = 0 

 y1 = 32; y2 = - 6. 

Tìm y theo x ta có nghiệm của phương trình. 

Bài tập 5: Giải phương trình: (x
2
 + x + 2)(x

2
 + 7x + 12) = 24 

Giải 

Phương trình viết lại là 

     (x + 1)(x +2)(x +3)(x +4) = 24 

 [(x + 1)(x+4)].[(x +2)(x +3)] = 24 

 (x
2
 + 5x + 4)(x

2
 + 5x + 6) = 24  (1) 

Đặt: t = x
2
 + 5x + 4. 
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Phương trình (1) trở thành: t(t +2) = 24. 

Giải phương trình này ta được: t = 4 và t = -6. 

Với t = 4  x
2
 + 5x + 4 = 4  x = 0, x = -5. 

Với t = -6  x
2
 + 5x + 4 = -6 phương trình vô nghiệm. 

8.6. Dạng phƣơng trình: (x + a)(x + b)(x + c)(x + d) = rx
2
, (với a.b = c.d) 

8.6.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Phương trình viết lại là 

 [x
2
 + (a + b)x + ab].[x

2
 + (c + d)x + cd] = rx

2
 

Xét x =0 xem có là nghịêm của phương trình không. 

Bước 2: Với x  0, chia cả hai vế của phương trình cho x
2
, ta được: 

ab cd
     x + (a + b) + . x + (c + d) + = r

x x

ab ab
x + + a + b . x + + c + d = r,     (do a.b = c.d)

x x

   
   
   

      
       

      

 

Đặt: t = 
ab

x +
x

. 

Khi đó phương trình trở thành: 

     (t + a + b)(t + c + d) = r. 

 t
2
 + (a + b + c + d)t + (a + b)(c + d) - r = 0. 

Bước 3:  Giải phương trình  để tìm nghiệm t (nếu có), rồi từ nghiệm t ta suy ra nghiệm x (nếu 

có). 

8.6.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: (x
2
 + 3x + 2)(x

2
 + 9x + 18) = 168x

2
.  (1) 

 Giải 

(1) 
6 6

x 7 x 5 168
x x

  
       

  
 

Đặt: 
6

y x
x

  . 

 (y + 7)(y + 5) = 168 

 y
2
 + 12y - 133 = 0 

y 7

y 19


 

 
 

6
x 1,  x=6x 7

x
19 337

6 x
x 19 2

x

  
        

 

Vậy tập nghiệm của phương trình là 
19 337 19 337

S 1;  6; ;  
2 2

     
  
  

 

 

8.7. Dạng phƣơng trình hồi quy: ax
4
 + bx

3
 + cx

2
 + dx + e = 0, (a  0) trong đó ad

2
 = eb

2
 

 (*) 

8.7.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải 

Nếu b = 0 thì d = 0 phương trình trở thành phương trình trùng phương: 

 a
4
 + cx

2
 + e = 0  

Nếu b  0 thì d  0, điều kiện 

2
e d

=
a b

 
 
 

 

Đặt: 
d

t
b
  thì e = at

2
 và d = bt thì phương trình (*) trở thành: 

 ax
4
 + bx

3
 + cx

2
 + dx + e = 0.  (**) 
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Do x = 0 không là nghiệm của phương trình (**) nên ta chia 2 vế của phương trình (**) cho x
2 
 

0 ta được: 

     ax
2
 + bx + c 

2

2

bt at
0

x x
 

2
2

2

t t
a x + + b x + + c = 0

x x

   
    

  
(***) 

Đặt: 
t

x y
x

  (điều kiện: y
2
  4t),  

Suy ra: 
2 2

2 2 2 2

2 2

t t
x + + 2t = y x + = y - 2t

x x


Phương trình (***) trở  thành: ay
2
 + by + c - 2at = 0 là phương trình bậc hai theo y, 

Ta sẽ tìm được nghiệm y, rồi suy ra x. 

8.7.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: 2x
4
 - 21x

3
 + 34x

2
 + 105x + 50 = 0 

Giải 

Đặt: 
5

x y
x

  ta thu được phương trình: 2y
2
 - 21y + 54 = 0 có nghiệm 1 2

9
y 6,  y

2
  . 

Với y1 = 6 thì ta thu được các nghiệm 1 2x 3 14,  x 3 14    . 

Với 2

9
y

2
 thì ta thu được các nghiệm 3 4

9 161 9 161
x = , x =

4 4

 
. 

Bài tập 2: Giải phương trình: 2x
4 
+ 3x

3
 − 16x

2
 + 3x + 2 = 0  (1) 

Giải 

Ta có: x ≠ 0 không là nghiệm của phương trình (1). 

Chia hai vế của phương trình cho x
2
 thì ta có phương trình tương đương: 

0
x

2

x

3
16x3x2

2

2 

Hay 

016
x

1
x3

x

1
x2

2

2 


















Đặt: 
x

1
xy  thì y

2
 - 2 = 

2

2

x

1
x 

Phương trình (1) trở thành: 

2(y
2
 - 2) + 3y - 16 = 0 

Hay 

2y
2
 + 3y - 20 = 0 

Phương trình này có nghiệm là y1 = -4; 
2

5
y2  . 

Vi vậy 4
x

1
x  và 

2

5

x

1
x 

Tức là: x
2
 + 4x + 1 = 0 và 2x

2
 - 5x + 2 = 0 

Giải các phương trình trên ta tìm được nghiệm của phương trình (1) là: 

.2 x;
2

1
 x;32x 432,1 

8.8. Đƣa về dạng phƣơng trình bậc bốn về dạng cơ bản:

Bài tập 1: Giải phương trình: (x
2
 - a)

2
 - 6x

2
 + 4x + 2a = 0 (1) 

Giải 

Phương trình (1) được viết thành: 

x
4
 - 2ax

2
 + a

2
 - 6x

2
 + 4x + 2a = 0 

hay 

x
4
 - (2a + 6)x

2
 + 4x + a

2
 + 2a = 0 (2) 
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Phương trình (2) là phương trình bậc bốn đối với x (chưa có cách giải cụ thể) 

Ta có thể viết phương trình (1) dưới dạng: 

a
2
 - 2(x

2
 - 1)a + x

4
 - 6x

2
 + 4x = 0  (3) 

và xem (3) là phương trình bậc hai đối với a. 

Với phương trình này, ta tìm được a theo x: 

 

,

     =

    

2 4 2 4 2

1 2

2 2

2

a x 1 x 2x 1 x 6x 4x

x 1 4x 4x 1

x 1 2x 1

       

   

   

 

Giải phương trình bậc hai đối với x: 

 x
2
 + 2x - a - 2 = 0   (4) 

và  

 x
2
 - 2x - a = 0    (5) 

Ta tìm được nghiệm của phương trình (1) theo a. 

Điều kiện để phương trình (4) có nghiệm là 3 + a ≥ 0 và các nghiệm của phương trình (4) là: 

,1 2
x 1 3 a     

Điều kiện để phương trình (5) có nghiệm là 1 + a ≥ 0 và các nghiệm của phương trình (5) là: 

,3 4
x 1 1 a     

Bài tập 2: Giải phương trình: x
4
 - x

3
 - 5x

2
 + 4x + 4 = 0 (1) 

 Giải 

Phương trình (1) được viết dưới dạng: 

x
4
 - x

3
 - x

2
 - (4x

2
 - 4x - 4) = 0 

x
2
(x

2
 - x - 1) - 4(x

2
 - x - 1) = 0 

(x
2
 - 4)(x

2
 - x - 1) = 0 

Vậy phương trình (1) có 4 nghiệm là: 

x1 = 2; x2 = -2; 
2

51
x3


 ; 

2

51
x4


  

Bài tập 3: Giải phương trình: 32x
4
 - 48x

3
 - 10x

2
 + 21x + 5 = 0 (1) 

 Giải 

Ta viết (1) dưới dạng: 

2(16x
4
 - 24x

3
 + 9x

2
) - 7(4x

2
 - 3x) + 5 = 0 

Đặt: y = 4x
2
 - 3x thì (1) trở thành 

 2y
2
 - 7y + 5 = 0 

Phương trình này có hai nghiệm: y1 = 1 và y2 = 
2

5
. 

Xét y = 1 thì 4x
2
 - 3x - 1 = 0 

Xét y = 
2

5
 thì 8x

2
 - 6x - 5 = 0 

Từ đó ta có nghiệm của phương trình (1). 

 

8.9. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho phương trình  

 x
4
 + 2mx + 4 = 0 

Tìm giá trị của m để phương trình có 4 nghiệm phân biệt  x1, x2, x3, x4 thoả mãn 

 32xxx 4

4

4

3

4

2

4

1   

(Đề thi vào lớp 10 ĐH KHTN, ĐH QG Hà Nội Năm 2003-2004) 

Đáp số: m = - 6 . 

Bài tập 2: Tìm điều kiện của a và b để phương trình sau có 3 nghiệm phân biệt. 

 x
4
 - 2(a

2
 + b

2
 - 1)x

2
 + (a

2
 - b

2
 + 1) - 4a

2
  = 0 

Đáp số: 
a b 1

b a 1

 


 
 

Bài tập 3: Cho phương trình: x
4
 - 2x

2
 + m

2
 = 0. Tìm m để phương trình có 4 nghiệm phân biệt. 
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Bài tập 4: Cho phương trình: 2x
4
 - (m + 1)x

2
 + (m - 1)

2
 = 0. Tìm m để phương trình có  nghiệm 

đối nhau. 

Bài tập 5: Cho phương trình: (2m + 1)x
4
 - 3x

2
 + 4m - 1 = 0. Tìm m để phương trình có 2 nghiệm 

dương phân biệt. 

Bài tập 6: Giải phương trình sau: 36x
4
  + 13x

2
 + 1 = 0 

Bài tập 7: Giải phương trình sau: x
4
 -  15x

2
 -  16 = 0 

Bài tập 8: Giải phương trình sau: x
4
 - 3x

2 
- 4 = 0 

Bài tập 9: Giải phương trình sau: 2x
4
 + 3x

2
 - 5 = 0 

Bài tập 10: Giải phương trình sau: 3x
4
 - 2x

2
 - 1 = 0 

Bài tập 11: Giải phương trình: 8x
4
 - 5x

3
 + mx

2
 + 5x + 8 = 0. 

a) Giải phương trình khi m = - 16. 

b) Tìm m để phương trình vô nghiệm 

Đáp số: 

a) 1 2 3 4

5 281 5 281
x 1,  x 1,  x ,  x

16 16

 
    

b) 
487

m
32




Bài tập 12: Giải phương trình sau:  

a) x
4
 - 10x

3
 + 26x

2
 - 10x + 1 = 0  b) x

4
 - 4x

3
 + 3x

2
 + 2x - 1 = 0 

c) x
4
 - 3x

3
 + 3x - 1 = 0     d) x

4
 + 3x

3
 - 14x

2
 - 6x + 4 = 0. 

Bài tập 13: (x
2
 - (m +1)x + m)(x

2
 - (n -1)x - n) = 0 

Tìm giá trị của m để phương trình có nghiệm duy nhất. 

Bài tập 14: Tìm m để phương trình (2x + 3m)
4

 + (2x + 4m)
4
 = 17m

4 

có ít nhất  hai nghiệm. 

Bài tập 15: Giải phương trình sau:  

a) (x + 3)
4
 + (x + 5)

4
 = 2   b) (2x + 1)

4
 + (2x + 3)

4
 = 82 

c) (3x + 3)
4
 + (3x + 5)

4
 = 4   d) (x + 2)

4
 + (x + 8)

4
 = 272 

Bài tập 16: Giải phương trình sau:  

a)    
4 4

x 2 x 1 33 12 2     b)    
4 4x 1 2 x 1  

Bài tập 17: Giải phương trình 

(4x + 1)(12x -1)(3x + 2)(x + 1) = 4 

Đáp số: 
11 2 51

x
24

 
 ; 

11 2 51
x

24

 
 . 

Bài tập 18: Giải các phương trình sau: 

a) (x +1)(x + 5)(x + 10)(x + 2) = 750  b) (2x + 1)(2x + 3)(2x + 5)(2x + 7) = 169 

c) (x + 3)(x + 5)(x + 7)(x + 9) = 121  d) (3x + 1)(3x + 2)(3x + 4)(x + 1) = 
64

3
Bài tập 19: Giải các phương trình sau:  

a) (2x + 1)(x + 1)(2x + 3)(x + 2) = 
25

64
b) (5x + 3)(5x + 6)(5x + 9)(5x + 12) = 81 

c) x(x +1)(x +2)(x + 3) = 3   d) (12x - 1)(6x - 1)(4x - 1)(3x - 1) = 330 

e) (x
2
 - 3x + 4 ) ( x

2
 - 3x + 2 ) = 3 

Bài tập 20: Giải phương trình: 4(x + 5)(x +6)(x +10)(x +12) = 3x
2
 

(Đề thi vào lớp 10 THPT Chuyên Trần Đại Nghĩa, TPHCM năm 203-2004 và THPT Chuyên 

ĐHSP năm 2006-2007) 

Đáp số: x = -8, x = 
15

2
 , x=

35 265

4

 
, x=

35 265

4

 
. 

Bài tập 21: Giải các phương trình sau:  

a) (x +2)(x + 4)(x + 4)( x + 8) = x
2  

b) (2x + 1)(2x + 3)(2x + 5)(2x + 15) = x
2
 

c) (4x
2
 - 4x + 1)(x

2
 - 4x + 4) = x

2 
 d) 4(x + 5)(x + 6)(x + 10)(x + 12) = 3x

2
 

9. Phƣơng trình vô tỉ 
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9.1. Dạng 1: A = B  

9.1.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

 









2BA

0B
BA  

 Sau khi tìm nghiệm của bài toán xong rồi phải thử lại để tránh sự sai sót và có nghiệm chính xác 

nhất. 

9.1.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: 2x25x3x2 2   

 Giải 

Phương trình đã cho tương đương với 

 
   




























2

9
x

1x

09x21x

1x

)2x2(5x3x2

02x2
22

 

Suy ra phương trình có hai nghiệm x = 1 và x = 
2

9
. 

Bài tập 2: Giải phương trình:   1x211x 222   

 Giải 

Điều kiện: x -1 V x 1 

Khi đó phương trình tương đương với: 

 

2x

2x

11x

011x    

2

2

2
2









 

Bài tập 3: Giải phương trình sau: 2x 5 - 3x 5 =2  (1) 

 Giải 

Ta có phương trình tương đương: 

2x 5 =    2 + 3x - 5  

Điều kiện: 

5
x

2x 5 0 52
x

53x 5 0 3
x

3


  

   
   



 

Bình phương hai vế của (1) ta được:   

      2x + 5 = 4 + 3x – 5 + 4 3x - 5  4 3x - 5 = - x + 6 

2

x 6

16(3x 5) x 12x 36


 

   
2

x 6

x 60x 116 0


 

  

x 6

x 2

x 58( )lo¹i




 
 

 

Kết hợp với điều kiện bài toán thì x = 2(nhận) 

Vậy tập nghiệm của phương trình là:S = {2} 

Bài tập 4: Giải phương trình: 5x2x10x1x   

 Giải 

Điều kiện: x ≥ -1. 

Bình phương hai vế, phương trình trở thành: 

      2x + 11 + 2 22 x 11x 10 2x 7 2 x 7x 10        
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2 2

2 2 2

2

2 2

2 x 11x 10 x 7x 10

x 11x 14 4 x 11x 10 x 7x 10

x 11x 10 x 1

x 1 0

x 11x 10 x 2x 1

x 1

9x 9

      

        

    

  
 

    

 
 

 

x 1  (thỏa mãn) 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là x = -1. 

Lưu ý: Đối với các bài toán dạng này, bình phương hai vế chỉ sử dụng khi hai vế đều không âm. 

9.2. Dạng 2: a.f(x) +b + c.f(x) +d = 0

9.2.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Tìm điều kiện nếu có.

Bước 2: Đặt t = f(x) 

Khi đó phương trình trở thành 

at + b + ct + d = 0

Bình phương hai vế lên và đưa về dạng: 

g(x) = h(x)

Dạng này quy về dạng cơ bản để giải phương trình.

Thử lại kết quả. 

9.2.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: 2 2x +3x + 6 + 2x +6x +5 -9 = 0

Giải 

Điều kiện: 








05x6x4

06x3x
2

2

đúng với mọi x. 

Phương trình tương đương với 

2 2(x +3x) + 6 + 2(x +3x) +5 -9 = 0

Đặt: t = x
2
 + 3x. điều kiện: t 

8

9


Ta có: 

t37010t17t22

81)5t2)(61(11t3

95t26t    

2 





,  









3

70
t

8

9

 t
2
 - 488t + 4780 = 0 

Giải phương trình này ta được hai nghiệm: t = 478 (loại)  và t = 10

Với t = 10  x
2
 + 3x = 10  x

2
 + 3x - 10  = 0 

Giải phương trình này ra ta được hai nghiệm x = 2 và x = -5. 

Bài tập 2: Giải phương trình: 1
1x

3x

1x

2x
2

2

2

2











Giải 

Phương trình tương đương với 

11
1x

1
1

1x

1
1

22






 (*) 
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Đặt: t = 
1x

1
1

2 
 > 0 

Phương trình (*) trở thành: 

 11tt   

Giải phương trình này vô nghiệm 

Suy ra phương trình đã cho vô nghiệm. 

 

9.3. Dạng 3: a.f(x) +b = c.f(x) +d  

9.3.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Đặt: t = c.f(x) + d . Điều kiện: t  0. 

Suy ra: 
2t - d

c
= f(x) 

Bước 2: Biến đổi phương trình: 

     
2t - d

a + b = t
c

 
 
 

 

 at
2
 - ct - ad + bc = 0. 

Bước 3: Giải phương trình bậc hai này theo (t). 

 Thử lại kết quả. 

9.3.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: 208x4x2x2x 22   

 Giải 

Đặt: t = 68x4x2 2   

Khi đó phương trình viết lại là: t
2
 - 2t - 48 = 0 

Giải phương trình này ta được hai nghiệm t = 8 và t = -6 (loại) 

Với t = 8   88x4x2 2 2x
2
 + 4x - 28 = 0  

Giải phương trình này ta được: x = -1- 29  và x = -1+ 29 . 

 

9.4. Dạng 4:  a (bx +c) +d (ex + g) + (bx +c)(ex + g) +h x = 0  

9.4.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Tìm điều kiện bài toán.  

 Đặt: t = a (bx + c) + d (ex + g)  

Bước 2: Bình phương hai vế lên ta được: 

 (bx + c)(ex + g) = 
2 2 2 2 2t - (a b + d e)x - (a c + d g)

2
 

Bước 3: Đưa phương trình về dạng:  

At
2
 + Bt + C = 0. 

Bước 4: Giải phương trình và tìm nghiệm t rồi suy ra nghiệm x nhưng chú ý thử lại để tránh sai 

sót. 

9.4.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: 4)3x)(1x(23x1x   - 2x 

 Giải 

Điều kiện: 2x
3x

2x

03x

11x


















. 

Đặt: t = 3x1x  ≥ 0. 

t
2
 = 2x + 2 + )3x)(1x(2   
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Suy ra: 2 2x2t)3x)(1x( 2 

Phương trình đã cho trở thành: 

t + t
2
 - 2x - 2 = 4 - 2x 

 t
2
 + t - 6 = 0 

Phương trình này có hai nghiệm là t = 2; t = -3 (loại). 

Xét t = 2 thì 3x1x  = 2 

 x13x2x2 

 
 








22 x13x2x

0x1

 








04x4

1x

 x = 1. 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là x = 1. 

Bài tập 2: Giải phương trình: x1xxx
3

2
1 2 

Giải 

Ta có:  

  2
2

xx21x1x 

Đặt: t = x1x  , (t ≥ 0) 

Suy ra: 
2

1t
xx

2
2 


Phương trình trở thành: 

    t
2

1t
1

2






 t
2
 - 3t + 2 = 0 

 








2t

1t

Với t = 1, ta có phương trình: 

    x1x  = 1  

 0xx2 2 

 x - x
2
 = 0 

 








2x

1x

Với t = 2, ta có phương trình: 

    x1x  = 2 

 3xx2 2 

 x
2
 - x + 

4

9
= 0 (vô nghiệm) 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm x = 0; x = 1. 

9.5. Dạng 5:  
bx + m cx + n

a + d + e = 0
cx + n bx + m

, (a0) 

9.5.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Tìm điều kiện bài toán. Đặt: t = 
bx + m

cx + n
> 0, 
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Khi đó: 
cx + n 1

=
bx + m t

 

Phương trình viết lại là at + b
1

t
+c = 0. 

Bước 2: Quy phương trình về dạng: at
2
 + ct + b = 0. 

Bước 3: Giải phương trình. 

Lưu ý: Thử lại kết quả. 

9.5.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: 
2

3

1x

1x

1x

1x










 

Giải 

Điều kiện:   





























1x

1x

0
1x

1x

0
1x

1x

 

Đặt: t = 0
1x

1x





 

t

1

1x

1x





  

Phương trình viết lại là: 

  t
2
 - 3t - 2 = 0 

Giải phương trình này ta được hai nghiệm: t = 2 và t = 
2

1
  (loại) 

Với t = 



2

1x

1x
 x + 1 = 4x -4  x = 

3

5
. 

 

9.6. Dạng 6:        a f x + g x + b h x + g x = c  

9.6.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Tìm điều kiện bài toán: g(x) ≥ 0 

 Đặt: t =  g x ≥ 0.(Điều kiện của t) 

 Rút x theo t. 

Bước 2: Giải phương trình theo t. 

Bước 3: Thử lại kết quả. 

9.6.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: 1267242  xxxx  

 Giải 

Đặt: t = 2x  ≥ 0 

Suy ra: x = t
2
 + 2. 

Phương trình trở thành: 

     19t6t4t4t 22   

     13t2t
22
  

 14t2t   

Ta có bảng xét dấu: 

t  2  4  

|t - 2| - 0 + | + 

|t - 4| - | - 0 + 

Xét: t < 2. 

     14t2t   
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 -(t - 2) - (t - 4) = 1 

 - t + 2 - t + 4 = 1 

 -2t + 6 = 1 

 2t = 5 

 2
2

5
t  (loại) 

Xét: 2 < t < 4. 

     14t2t 

 t - 2 - (t - 4) = 1 

 t - 2 - t + 4 = 1 

 2 = 1 (vô lí) 

Xét: t > 4 

     14t2t 

 t - 2 + t - 4 = 1 

 2t - 6 = 1 

 2t = 7  

 4
2

7
t  (loại) 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm. 

Bài tập 2: Giải phương trình: 21xx1xx 22 

Giải 

Nhận thấy: 11xx.1xx 22 

Đặt: t  = 1xx 2  > 0 

Khi đó phương trình trở thành:  

  1t01t01t2t2
t

1
t

22 

Với t = 1, ta có phương trình: 

1xx 2  = 1 1x
2x2

1x
1x1x2 








 (thỏa mãn) 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là x = 1. 

9.7. Dạng 7: 2 2
αu+βv = mu +nv , với α,β,m,n là những hằng số. 

9.7.1. Kiến thức cơ bản: 

Phương trình dạng này thường khó "nhận biết" hơn các dạng trên.

Cách giải: 

Đặt ẩn số phụ u và v. 

Lập phương trình theo u,v 

Giải phương trình tìm nghiệm u theo v (hoặc v theo u). 

(lưu ý: Hai vế phải không âm) 

9.7.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: 2 2 4 2x 3 x 1 x x 1    

Giải 

Đặt: 

2

2

u x

v x 1




 

Điều kiện: u, v ≥ 0. 

Khi đó phương trình trở thành: 

     2 2u 3v u v  

 (u + 3v)
2
 = u

2
 - v

2
  

 2v(5v + 3u) = 0 
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 
 

v 0

3
v u 

5



  


lo¹i
 

Xét v = 0 thì 2x 1 0 x 1      

Vậy phương trình có hai nghiệm là x = 1; x = - 1. 

 Bài tập 2: Giải phương trình: 1x4x31x2x2x 22    

 Giải 

Điều kiện: .
2

1
x   

Bình phương hai vế ta được: 

  2 2x 2x 2x 1 x 1     

       2 2x 2x 2x 1 x 2x 2x 1       

Đặt: 
2u x 2x

v 2x 1

 


 
 

Khi đó phương trình trở thành: 

      uv = u
2
 - v

2
 

 

 
1 5

u v   
2

1 5
u v

2

 










lo¹i

 

Xét 
1 5

u v
2


  ta có phương trình: 

   2 21 5
x 2x 2x 1 2x 2 2 5 x 1 5 0

2


          

Phương trình này vô nghiệm. 

Vậy phương trình đã cho vô nghiệm.  

 

9.8. Đƣa phƣơng trình vô tỉ phức tạp về dạng phƣơng trình cơ bản: 

Bài tập 1: Giải phương trình:  2 2 2 23x 5x 1 x 2 3 x x 1 x 3x 4           

 Giải 

Điều kiện: 

x 2

1 5
x

2

  





. 

Nhận thấy: (3x
2
 - 5x + 1) - 3(x

2
 - x - 1) = -2(x - 2) 

Và x
2
 - 2 - (x

2
 - 3x + 4) = 3(x - 2) 

Ta có phương trình tương đương: 

     2 2 2 23x 5x 1 3 x x 1 x 2 x 3x 4           

 
 

 

 
2 22 2

2 x 2 3 x 2

x 2 x 3x 43x 5x 1 3 x x 1

  


       
 

  
  2 22 2

2 3
x 2 0

x 2 x 3x 43x 5x 1 3 x x 1

 
   
        
 

 

 x = 2. 

Vì 
  2 22 2

2 3

x 2 x 3x 43x 5x 1 3 x x 1


       
 > 0 
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Vậy phương trình có nghiệm là x = 2. 

Bài tập 2: Giải phương trình: 233 3x 1 x 2 1 x 3x 2      

Giải 

Ta có phương trình tương đương: 
3 3 3 3x 1 x 2 1 x 1. x 2      

   3 3x 1 1 x 2 1 0    

 
x 0

x 1




 

Vậy phương trình có hai nghiệm x = 0; x = - 1. 

Bài tập 3: Giải phương trình: 2 23 33 3x 1 x x x x    

Giải 

x = 0: không phải là nghiệm của phương trình.

x ≠ 0: Chia cả hai vế của phương trình cho 3 x , ta được: 

    3 33
x 1

x 1 x 1
x


   

 33

3

3

x 1
1 x 1 0

x

x 1

x 1x 1
1

x

 
     

 

 


  




Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là x = 1. 

Bài tập 4: Giải phương trình: x3xx3 

Giải 

Điều kiện: 0 ≤ x ≤ 3 . 

Phương trình đã cho tương đương: 

     03xx3x 23 

 
33

10

3

1
x

3











 
3

110
x

3 
 (thỏa mãn bài toán) 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là 
3

110
x

3 
 . 

Bài tập 5: Giải phương trình: 1x520xx9x14x5 22 

Giải 

Điều kiện: x ≥ 5. 

Chuyển vế, bình phương ta được: 

  1x20xx59x14x5 22 

Nhận xét:  

Không tồn tại số ,  để: 2x
2
 - 5x + 2 = (x

2
 - x - 20) + (x + 1) 

Ta có: (x
2
 - x - 20)(x + 1) = (x + 4)(x - 5)(x + 1) = (x + 4)(x

2
 - 4x - 5) 

Phương trình được viết lại là:       4x5x4x54x35x4x2 22 

Đặt: 








4xv

5x4xu 2

Khi đó phương trình trở thành: 
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2u + 3v = 












v

4

9
u

vu

uv5  

Xét u = v ta có phương trình: 

x
2
 - 4x - 5 = x + 4  x

2
 - 5x + 9 = 0 

 
















lo¹i   
2

615
x

2

615
x

 

Xét u = 
4

9
v ta có phương trình: 

x
2
 - 4x - 5 = 

4

9
(x + 4)  4x

2
 - 25x - 56 = 0 

 












lo¹i  

4

7
x

8x

 

Vậy phương trình có hai nghiệm là x = 8; 
2

615
x


 . 

9.9. Bài tập tự luyện. 

Bài tập 1: Tìm m để phương trình sau có nghiệm 

 633 )2x)(1x()m48(2xm21x    

Đáp số: m R\{0} 

Bài tập 2: Giải phương trình: 2002
2

10011001

2x3x

1
3

2x

1
2

1x

1








 

Đáp số: 
2002

2002

2 2
x

1 2





 

Bài tập 3: Giải phương trình: x3
1x

3x2x2





 

Đáp số: x = -3, x = -2 

Bài tập 4: Giải phương trình: x + y + z + 4 = 5z63y42x2   

Đáp số: x = 2; x = 7; x = 14. 

Bài tập 5: Giải phương trình: 1
x3

3x

x2

3x2










 

Đáp số: Vô nghiệm  

Bài tập 6: Giải các phương trình sau: 

a) 2x +5x +1 = 2x -1 

b) 2x 3 5 8x 4x 7       

c) x
2 
+ x + 6 x 2 18   

d) 2 3 31 x x 2    (1) 

(Đề thi HSG tỉnh Kiên Giang năm học 2005 - 2006) 

Bài tập 7: Giải các phương trình sau: 2
2

11

2





xx
  (1) 

(Đề thi HSG Tỉnh Kiên Giang năm học 2007 - 2008) 

b) 2 2x - 4x +3 = 4x - x  

c) 2 2x x 1 x x 1 4       

d) 2 2x 2x 3 x 2 x 3x 2 x 3          

Bài tập 8: Giải các phương trình sau: 

a) 
3

2

2

x
+ x - 4 = 0

4 - x
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b) 2x
2 

+ 2 3x - 3 = 0

c) 
3 3 3

3

1
x + 2 + = 2

x + 2

Bài tập 9: Giải các phương trình sau: 

a) 
x 1

x 2x 3 2
2


    b) x +3+4 x -1 + x +8-6 x -1 = 5

x 14
c) x 5 3

3 x 5


  

 

2x + 2x -3
d) = 3+ x

x -1
3

2

2

x
e) x 4 0

4 x
  


f) x 2 4 x 2   + x 7 6 x 2   = 1 

h) 22x 6x 1 4x 5    i) x 5 x 1 6   

Đáp số:  

h) x = 1 2 ; x = 2 3 . 

i) 
11 17

x
2




Bài tập 10: Giải các phương trình sau: 

a)  3x
2
 +6x +20 = 822  xx

b) x
2
 +x+12 361 x

c) 1 x 7 x 4    . 

Bài tập 11: Giải các phương trình sau: 

a)   3 34x 1 x 1 2x 2x 1     b)  
2

22 x 2 x  

c) 3 3 3x 1 x 2 x 3 0      d) 4 4x 17 x 3  

e) 2x + x + 2006 = 2006

Đáp số: 

a) 2 x;
4

3
x 3 

b) x = 1. (Đặt: u = x ; v = 2 - x ) 

c) x = - 2 

d) x = 1; x = 16. (Đặt: 4 4u x;  v= 17 x  ) 

e) x = 0. 

10. Phƣơng trình mũ: 

10.1. Kiến thức cơ bản:

Định nghĩa: 

  n +

n thõa sè a

a = a.a...a   n Z ,n 1,a R  

a
1
 = a, mọi a 

a
0
 = 1, mọi a  0 

  -n +

n

1
a = , n Z , n 1, a R \ 0

a
  

m

r mnn
m

a = a = a , r = ,a > 0; m, n N
n

 
 

 

 
m

-
n

m mn
n

1 1
a = = , a > 0; m, n N

aa



Trong biểu thức a
n
, thì a gọi là cơ số, n gọi là số mũ (lũy thừa).

Tính chất: 
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    

 

m n m+n

m
m-n

n

n m
m n m.n

n n n

n n

n

a .a = a

a
= a

a

a = a = a

a.b = a .b

a a
=

b b

 
 
 

 

Chú ý: 

 0
0
 và 0

-n
 không có nghĩa. 

 Lũy thừa với số mũ nguyên có đầy đủ tính chất của lũy thừa với số mũ nguyên dương. 

10.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình:  2x x x x3 2 9 .3 9.2 0      

 Giải 

Đặt: xt 3 , điều kiện t > 0.  

Khi đó phương trình tương đương với: 

 2 x xt 2 9 .t 9.2 0     

Tính biệt thức , ta có: 

   
2 2

x x x

x

t 9
2 9 4.9.2 2 9

t 2


       


 

Với xt 9 3 9 x 2      

Với x x xt 2 3 2 x 0      

Vậy phương trình có hai nghiệm là x = 0; x = 2. 

10.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải các phương trình sau: 

a) 9
x+1

 = 27
2x+1

     b) 
2x -3x+22 = 4  

Bài tập 2: Giải các phương trình sau: 

a) 3
2x+8

 - 4.3
x+5

 + 27 = 0    b) 6.9
x
 - 13.6

x
 + 6.4

x
 = 0 

c)    
x x

2 - 3 + 2 + 3 = 4    d) 
2 222 2 3x x x x     

e) 3.8
x
 + 4.12

x
 - 18

x
 - 2.27

x
 = 0   f) 2.2

2x
 - 9.14

x
 + 7.7

2x
 = 0 

Bài tập 3: Giải các phương trình sau: 

   

   

x x

x x x

x x 3x 1

x x 2x 1

x x

x x x

a) 2 3 2 3 4

b) 8 18 2.27

c) 125 50 2

d) 25 10 2

e) 3 8 3 8 6

f ) 27 12 2.8





   

 

 

 

   

 

    

Đáp số: a) x =  1, b) x = 0, c) x = 0, d) x = 0, e) x = 2, f) x = 0. 

Bài tập 4: Giải các phương trình sau: 

a) 8.3
x
 + 3.2

x 
= 24 + 6

x 

b) 
2 2x x x x 2x2 4.2 2 4 0      

c) x x x 112.3 3.15 5 20   . 

 

11. Giải phƣơng trình bằng cách đánh giá trình chất hai vế.                    

11.1. Kiến thức cơ bản: 
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Định lý 1: Với 0, 0A B  thì 
A = 0

A + B = 0
B = 0


 



Định lý 2: Với A, B bất kỳ thì 2 2 A = 0
A + B = 0

B = 0


 



Định lý 3: Với  A K vaø B K (K là hằng số) thì 
 

  


A K
A B

B K

Hay 

   

 

 

   

 


   




f x g x

f x a f x g x a

g x a

Lưu ý:  

(i) Ta có thể biến đổi phương trình thành dạng tổng các bình phương: 

     2 2 2

1 2 nf x f x ... f x 0   

Khi đó      1 2 nf x f x ... f x 0   

Nghiệm của phương trình là nghiệm chung của  if x 0,  i=1,  n

(ii) Một số tính chất cơ bản thường dùng: 

     

    

n

n

0 x 1 x x,  n N.

1 x x x,  n N.

11.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: 2 2 23x +6x +7 + 5x +10x +14 = 4- 2x - x . 

Giải 

Phương trình trên tương đương với: 

         
2

3 x +1 + 4 + 5 x +1 +9 = 5- x +1

Nhận xét: 

    
   

 

        

   

2

3 x 1 4 5 x 1 9 4 9 5

5 x 1 5

   

  

2

x 1 0

x 1

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là x = -1. 

Bài tập 2: Giải phương trình sau:       4 2

x x 3x 5 2 x 2 0

Giải 

Điều kiện: x 2 . Phương trình đã cho tương đương với: 

     

     

          

       

  

2 4 2

222
2

    x 2x 1 x 2x 1 x 2 2 x 2 1 0

x 1 x 1 x 2 1 0

x 1

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là x = -1. 

Bài tập 3: Giải phương trình sau:    
36 4

5 x 3x 2 1

Giải 

Điều kiện:   6 6

5 x 5

Phương trình tương đương với    
36 4

5 x 3x 2 1

Ta thấy phương trình có nghiệm |x| = 1, nghĩa là x =  1. 

Khi |x| > 1 
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   


    

6

3 4 1

5 x 4 2

3x 2 1 1 1 2

 

Suy ra phương trình vô nghiệm. 

Khi |x| < 1 

   


    

6

3 4 1

5 x 4 2

3x 2 1 1 1 2

 

Suy ra phương trình vô nghiệm. 

Vậy phương trình có hai nghiệm là x = 1; x = -1. 

Bài tập 4: Giải phương trình sau: 42 2 61 x x x 1 1 x 1        

 Giải 

Điều kiện: 

2

2

1 x 1
1 x 0

1 5 1 5 1 5
x x 1 0 x x x 1

2 2 2
1 x 0

x 1

  
   
      

          
  
 



 

Đặt: 42 2 6a 1 x ,  b= x x 1,  c= 1 x     , thì ta có hệ: 

2

2 4 6 4

6

2

2 4 6 4

6

a b c 1 a a

a b c 1 0 a,b,c 1 b b

a,b,c 0 c c

a a

1 a b c a b c 1 b b

c c

   


        
   

 


         




 

 Giải hệ phương trình này, ta tìm được a = b = c =0.  

Từ đó ta tìm được x = 1 là nghiệm của phương trình. 

Bài tập 5: Giải phương trình: 
6 8

0
3 x 2 x

 
 

  (1) 

 Giải 

Điều kiện: x < 2 

 Với phương trình dạng này ta thường dự đoán nghiệm là các giá trị của x mà biểu thức dưới căn 

nhận giá trị là một số chính phương. Nhận thấy nghiệm của (1) phải lớn hơn * Bằng cách thử ta 

thấy rẳng (1) có một nghiệm là 
3

x
2

 . 

Ta chứng minh nghiệm đó là duy nhất của (1).  

Thật vậy: 

Xét 
3

x <
2

 ta có 
6

< 2
3 - x

 và 
8

< 4
2 - x

 

Do đó 
6 8

+ < 6
3 - x 2 - x

. 

Suy ra (1) không có nghiệm trong 
3

;  
2

 
 
 

 

Xét 
3

x 2
2
  , chứng minh tương tự ta có: 

6 8
+ > 6

3 - x 2 - x
 

Suy ra (1) không có nghiệm trong 
3

; 2
2

 
 
 
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Vậy (1) có nghiệm duy nhất 
3

x =
2

  Ta thấy giải phương trình bằng cách đánh giá này thì điều quan trọng là phải đoán được nghiệm 

của nó. Để đoán nghiệm ta nên chỉ ra khoảng chứa nghiệm và xét trường hợp đặc biệt để tìm ra 

nghiệm trong đó. 

(Trích từ báo THTT số 346) 

Bài tập 6: Giải phương trình sau:     2 23x 2 9x 3 4x 2 1 1 x x 0        (1) 

Giải 

Ta có phương trình tương đương: 

       2 2
3x 2 3x 3 2x 1 2 2x 1 3 0        

       2 2
3x 2 3x 3 2x 1 2 2x 1 3        

Nhận thấy nếu 3x = -(2x + 1) 
1

x
5

   thì các biểu thức trong dấu căn ở hai vế bằng nhau.  

Vậy 
1

x
5

  là một nghiệm của (1). Hơn nữa, nghiệm của (1) nằm trong khoảng 
1

- ; 0
2

 
 
 

.  

Ta chứng minh 
1

x
5

  là nghiệm duy nhất của (1). 

Xét 
1 1

- < x < -
2 5

, ta có 3x < - 2x - 1 < 0 

 (3x)
2
 > (2x + 1)

2
 

   
2 2

2 3x 3 2 2x 1 3.      

Từ đó suy ra:  

       
       

2 2

2 2

     3x 2 3x 3 2x 1 2 2x 1 3

3x 2 3x 3 2x 1 2 2x 1 3 0

       

        

Vậy (1) không có nghiệm trong khoảng 
1 1

;
2 5

 
  
 

. 

Chứng minh tương tự ta cũng đi đến (1) không có nghiệm trong khoảng 
1

;  0
5

 
 
 

. 

Vậy phương trình (1) có nghiệm duy nhất là 
1

x
5

  . 

(Trích từ báo THTT số 346) 

Bài tập 7: Giải phương trình sau:    42 2 21 2x x 1 2x x 2 x 1 2x 4x 1            

(1) 

Giải 

Điều kiện: 0 x 2  . 

Đặt: t = (x - 1)
2
, ta có: 0 t 1  . 

Phương trình (1) trở thành:  21 1 t 1 1 t 2t 2t 1      

Nhận thấy 2t - 1  0 
1

t
2

 

Bình phương hai vế và rút gọn ta được: 

   
2 24

4 3

1 1
1 t 2t 2t 1 2 2t 1

t t t
      
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Vì t 1  nên 
4 3

1 1
2

t t t
   

Từ đó suy ra: t = 1  x = 2.  

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là  x = 2. 

Bài tập 8: Giải phương trình sau:  2 2 2 21
3x 1 x x x x 1 7x x 4

2 2
         (1) 

 Giải 

Điều kiện: 
1

x 1 x
3

     

Gọi vế trái và vế phải của (1) thứ tự là A và B.  

Áp dụng BĐT Bunhiacovski cho hai bộ số (1,1,-x) và  1 2 23x 1, x x, x 1   . 

Ta có:   2 2A x 2 5x x    

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x = -1. 

Do 
1

x 1 x
3

     nên 5x
2
 - x > 0. 

Có nghiệm trong khoảng 
3

;  -
3

 
  
 

. 

Áp dụng BĐT CauChy, ta có: 

       2 2 2 2 2 21 1
B 5x x 2 x 2 .2 5x x x 2 5x x x 2

2 2 2 2
          
 

 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x = -1 và 
4

x
3

 . 

Vậy phương trình có hai nghiệm là x = -1; 
4

x
3

 . 

Bài tập 9: Giải phương trình sau:  

 2 2 2 217 1
13x 6x 10 5x 13x 17x 48x 36 36x 8x 21

2 2
            (1) 

 Giải 

Gọi vế trái và vế phải của (1) theo thứ tự là C và D. Ta có: 

     
2 2

2 2 225 3
C 3x 1 2x 3 2x x x 4x 6

2 2

5
3x 1 2x x

2

5 3 3
3x 1 2x x 6x 6x

2 2 2

   
             

   

    

        

 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 
3

x =
2

. 

Mặt khác : 

     
221 1 1 3

D 12x 3 2 4x 12x 9 12x 3 2 2x 3 12x 3 6x
2 2 2 2

              
   

 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi 
3

x
2

 . 

Vậy tập nghiệm của phương trình là S = 
3

2

 
 
 

. 

11.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải phương trình sau: 2x 3x 3 2x 3     
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Bài tập 2: Giải phương trình sau: 22x -6x -1= 4x +5

Bài tập 3: Giải phương trình sau: 2x - x +5 = 5

Bài tập 4: Giải phương trình sau: 
2 2

x x 9
x 1

  


(Đề thi OLYMPIC 30/4/2007) 

Bài tập 5: Giải phương trình sau: 2x x 5 5  

Bài tập 6: Giải phương trình sau: 24x 1 4x 1 1   

Bài tập 7: Giải phương trình sau: 24 x 1 x 5x 4   

Bài tập 8: Giải phương trình sau: 2 2x 2x 2x 1 3x 4x 1     

Bài tập 9: Giải phương trình sau:  x + 2 x +1 = 2x +1

Bài tập 10: Giải phương trình sau:      x 2 2x 1 3 x 6 4 x 6 2x 1 3 x 2         

Bài tập 11: Giải phương trình sau:  232x - 4x +1= 4x 8x +1

Bài tập 12: Giải phương trình sau: x
2
 + x +1 = 1  

(Đề thi HSG tỉnh Kiên Giang  năm học 2006 - 2007) 

́ ́ ́

12. Giải phƣơng trình bằng cách sử dụng tính đơn điệu của hàm số: 

12.1. Kiến thức cơ bản: 

Định nghĩa: Cho hàm số: y = f(x). 

f(x) đồng biên (tăng) trên (a; b) nêu vơi moị       1 2 1 2 1 2x ,x a;b ,x x f x f x    . 

́ ́f(x) nghịch biến (giảm) trên (a; b) nêu vơi moị      1 2 1 2 1 2x ,x a;b ,x x f x f x    . 

́ ́f(x) đồng biên hay nghi c̣h biên trên (a; b) gọi là đơn điệu trên (a; b). 

Ta thöôøng söû duïng caùc tính chaát sau: 

Tính chaát: 

Nếu f(x) liên tục và đơn điêu trên (a; b) thì f(u) = f(v)  u = v, với mọi u, v  (a; b). 

Bổ để bổ trợ: 

(1) Nếu f(x) liên tục và đơn điệu trên (a; b) thì phương trình f(x) = 0 có nhiều nhất một nghiệm 

x0(a; b). 

(2) Nếu f(x), g(x) liên tục và đơn điệu ngược chiều trên (a; b) thì phương trình f(x) = g(x) có 

nhiều nhất một nghiệm trên (a; b). 

Cách giải: 

Từ tính đồng biến, nghịch biến của hàm số dễ dàng suy ra kết quả sau: 

i) Xét phương trình f(x) = m trên miền xác định D. Nếu f(x) là hàm số luôn luôn đồng biến (hoặc 

nghịch biến) trên D, mà phương trình f(x) = m có nghiệm trên D, thì phương trình đó có nghiệm 

duy nhất trên D. 

ii) Xét phương trình f(x) = g(x) trên D. Nếu f(x) là hàm số đồng biến trên D, còn g(x) là hàm số 

nghịch biến trên D, thì nó cũng có nghiệm duy nhất trên D. 

Từ kết quả này cho phép áp dụng để giải một phương trình đặc biệt. Lược đồ chung của phương 

pháp này như sau: 

Bước 1: Quy phương trình về một trong hai dạng trên (đồng biến hoặc nghịch biến) 

Bước 2: Chỉ ra một nghiệm của phương trình x = x0. 

Bước 3: Dựa và tính duy nhất, kết luận x = x0 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho. 

12.2. Bài tập áp dụng: 

Giải phương trình sau: 2
x
 = 3 - x. 

Giải 

Dễ thấy x = 1 là nghiệm của phương trình. Bằng đồ thị chúng ta có thể kiểm chứng nghiệm này 

là duy nhất.  

Thật vậy, với x > 1, ta có: 2
x
 > 2

1
 = 2 và 3 - x < 3 - 1 = 2. 

Từ đó suy ra, 2
x
 > 3 - x, nghĩa là các giá trị x > 1 không thể là nghiệm của phương trình. 

Lập luận tương tự với x < 1. 

Ta có x = 1 là nghiệm duy nhất. 
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Lưu ý: Xét thấy 2
x
 là hàm tăng và 3 - x là hàm giảm nên tồn tại x0 nếu có sẽ thỏa mãn 2

x
 = 3 - x.  

12.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải các phương trình sau: 3
x
 + 4

x
 = 5

x
   

Bài tập 2: Giải các phương trình sau: 2
x
 = 1+ 

x

2
3    

Bài tập 3: Giải các phương trình sau: 

x

1
= 2x +1

3

 
 
 

 . 
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CHUYÊN ĐỀ 15 

HỆ PHƢƠNG TRÌNH  

1. Hệ phƣơng trình bậc nhất hai ẩn: 

1.1. Kiến thức cơ bản: 

Dạng hệ phương trình: 

 

 
1 1 1

2 2 2

a x + b y = c    1

2a x + b y = c   





Cách giải:  

Cách 1: Dùng phương pháp thế: 

Bước 1: Từ phương trình (1), ta có:  

    1 1
1 1 1

1

c - b y
a x = c - b y Þ x =

a
(3) 

Bước 2: Thay vào phương trình (2), ta được: 

 

1 1
2 2 2

1

2 1 2 1 1 2 1 2

1 2 2 1 1 2

1 2 2 1

1 2

c - b y
     a . + b y = c

a

a c - a b y + a b y = a c

y a b - a b = a c

a b - a b
y =

a c







Từ đó, thay vào (3) để tìm ra x. 

Với giá trị của x tìm được thay vào (3) để tìm giá trị của x. 

            

ac' - a'c
c - b

ab' - a'b
x =

a

 
 
 

 
ab'c - a'bc - abc'+ a'bc

x =
a(ab' - a'b)

 
b'c - bc'

x =
ab' - a'b

Cách 2: Giải bằng phương pháp cộng đại số 

Bước 1: Nhân các vế của phương trình với một sô thích hợp  sao cho 1 hệ số nào đó của 1 

ẩn  ở hai phương trình là đối nhau. 

Bước 2: Cộng hai phương trình với nhau để quy hệ phương trình về phương trình bậc 

nhất  một ẩn, rồi giải tìm ra một ẩn. 

Bước 3: Thay vào một trong hai phương trình để tìm nghiệm còn lại. 

Cách 3:Phương pháp sử dụng định thức Cramer: 

Định thức của hệ: 
1 1

1 2 2 1

2 2

a b
D = = a b - a b ;   

a b

Định thức của x: 
1 1

x 1 2 2 1

2 2

c b
D = = c b - c b ;  

c b

Định thức của y: 
1 1

y 1 2 2 1

2 2

a c
D = = a c - a c

a c

Biện luận nghiệm: 

Nếu D ≠ 0 thì hệ phương trình có nghiệm duy nhất 

xD
x =

D
và 

yD
y =

D

Nếu D = 0 và Dx  0 hoặc Dy  0 thì hệ phương trình vô nghiệm.

Nếu D = Dx = Dy = 0 có ba trường hợp: 
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  a = a' = b = b' và (c  0 hoặc c'  0): hệ phương trình vô nghiệm. 

  a = a' = b = b' và c = c' = 0: hệ phương trình có vô số nghiệm. 

  a, a', b', b' không cùng triệt tiêu: hệ có vô số nghiệm. 

Các dạng toán thường gặp đối với hệ phương trình bậc nhất hai ẩn: 

Dạng 1: Giải hệ phương trình. 

Dạng 2: Tìm giá trị của tham số (m) để hệ phương trình có nghiệm duy nhất, vô nghiệm, có vô số 

nghiệm. 

Dạng 3: Tìm giá trị của tham số (m) sao cho nghiệm của hệ thỏa mãn biểu thức cho trước. 

 Thông thường ta phải giải hệ theo tham số m để tim x(m), y(m).  

 Sau đó thay vào biểu thức để tìm giá trị m cần tìm. 

1.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải hệ phương trình:  

 

 
 2

1
   

3y3x2

1y2x








 

 Giải 

Bằng phương pháp rút thế. 

Từ phương trình (1), suy ra: x = 1 - 2y 

Thay vào phương trình (2), ta được: 

     2(1 - 2y) + 3y = 3 

 2 - 4y + 3y = 3 

 y = -1 

Với y = 1  x = 3 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất là  (x, y) = (3, -1). 

Bài tập 2: Cho hệ phương trình: 

 








2ymx

1myx
 

Tìm giá trị m để hệ có nghiệm duy nhất. 

 Giải 

Hệ phương trình có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi: 

    

0m1
1m

m1
D 2 

 

 m   1. 

Vậy giá trị m cần tìm là m ≠ 1; m ≠ -1. 
Bài tập 3: Cho hệ phương trình: 

 








1nyx

4my3x2
 

Tìm giá trị m và n để hệ phương trình có nghiệm x = 2 và y = - 1. 

 Giải 

Thay x = 2và y = -1 và hệ phương trình ta có: 

 

















1n

0m

1n2

4m34
 

Vậy m = 0; n = 1 là hai giá trị cần tìm. 

 

Bài tập 4: Giải hệ phương trình: 

 







3y3x2

2y2x3
 

 Giải 









3y3x2

2y2x3

 

 
 2

1

 
Lấy phương trình (1) trừ phương trình (2), ta được: 
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     x - y = -1 

 x = y - 1 

Thay vào phương trình (2) ta có:

y =1  x = 0 

Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất là (x; y) = (0, 1)

Bài tập 5: Giải hệ phương trình: 









14y5qx

5pyx

Tìm giá trị p và q để hệ phương trình có nghiệm (1, 2). 

Giải 

Thay nghiệm (x; y) = (1, 2) vào phương trình, ta được: 



























4p

2q

4p

4q2

1410p

5q21

Vậy q = 2; p = 4 là hai giá trị cần tìm

Bài tập 6: Cho hệ phương trình: 









4y)1m(x2

1myx

Tìm giá trị m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất thoả mãn x > 1 và y < 2. 

Giải 

Giải hệ phương trình có nghiệm  

















m1

2
y

m1

m31
x

Để hệ có nghiệm duy nhất thoả mãn x > 1 và y < 2 















































1m

1m1

1m

1m
1m

1m

1
m1

2

2
m1

m31

Vậy giá trị m cần tìm là (m > 1) V (-1 < m < 2). 

Bài tập 7: Cho hệ phương trình: 









qy3x3

4y2px

Tìm giá trị  p và q để hệ phương trình có vô số nghiệm. 

Giải 

Hệ phương trình có vô số nghiệm 



























6q

2p

q

4

3

2
3

2

3

p

q

4

3

2

3

p

Vậy p = 2; q = 6 là hai giá trị cần tìm.

Bài tập 8: Cho hệ phương trình:  









5myx3

2ymx

Xác định giá trị m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y) thoả mãn hệ thức: 

x + y = 1 - 
3m

m
2

2


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 Giải 

Áp dụng công thức CRAMER, ta có: 

D = 03m
m3

1m
2 


 

D x = 5m2
m5

12



 

Dy = 6m5
53

2m
  

Hệ có nghiệm 
3m

5m2
x

2 


  và  

3m

6m5
y

2 


  

Để hệ có nghiệm duy nhất thoả mãn điều kiện khi: 

    
3m

5m2
2 


 + 

3m

6m5
2 


 = 1 - 

3m

m
2

2


 

 
3m

3

3m

1m7
22 





 

 7m = 4  m = 
7

4
. 

Bài tập 9: Cho hệ phương trình:  

 








1m2myx2

1my2mx
 

  Định m là số nguyên dương sao cho hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y) là số nguyên. 

 Giải 

Giải hệ phương trình có nghiệm: 
2m

3
1

2m

1m
x







  và  

2m

3
2

2m

1m2
y







  

Dễ thấy rằng m + 2 phải là ước của 3: 





































5m

01m

3m

1m

32m

32m

12m

12m

 

Chỉ có m = 1 thoả mãn 

Bài tập 10: Cho hệ phương trình: 

 








3yx)1m(

1my)1m(x3
 

Tìm giá trị m để hệ phương trình có nghiệm. 

 Giải 

Áp dụng công thức CRAMER, ta có: 

D = 2m4
11m

1m3





 

Để hệ phương trình có nghiệm 

 P  0 

 4 - m
2 
 0  

 m =  2. 

Vậy đáp án là B. 

Bài tập 11: Cho hệ phương trình 

 








py2x3

2yqx
 

Tìm giá trị của p và q để hệ phương trình có nghiệm với mọi x R. 

 Giải 

Để hệ phương trình có nghiệm với aR,  tức là hệ phương trình có vô số nghiệm 
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 
p

2

2

1

3

q


Giải ra ta được p =4 và q = 
2

3

Bài tập 12: Giải hệ phương trình sau 









m2y)1m(x

1myx)1m(
(với m  0) 

Giải 

Áp dụng công thức CRAMER, ta có: 

D = 2m
1m1

11m






Dx = 1m
1mm2

11m
2 





Dy = 1mm2
m21

1m1m
2 





 hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y) 
















2

2

2

2

m

1mm2
y

m

1m
x

Bài tập 13: Cho hệ phương trình: 









1my3x2

my2x

Giá trị m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y) thoả mãn x < y là 

Giải 

Áp dụng công thức CRAMER, ta có: 

D = 01
32

21
 ,  

Dx = 2m
31m

2m



,  

D = m1
1m2

m1




 hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y) 









1my

m2x

Mà x < y  2 -m < m - 1  m > 
2

3

Bài tập 14: Giải hệ phương trình: 








2001

2003

2yx

2yx2

Giải 

Hệ phương trình







2001

2003

2yx

2yx2  
 2

1

Lấy phương trình (1) + (2)  x = 2
2001

Thay vào (1) ta được: y = 2
2002

 

 hệ có nghiệm duy nhất (x, y) = (2
2001

, 2
2002

) 

Bài tập 15: Cho hệ phương trình 
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







pyx

nmyx
 

Tìm giá trị m , n và  p để hệ có vô số nghiệm. 

 Giải 

Áp dụng công thức CRAMER, ta có: 

 D = 1 +m,  

 Dx = n + mp,  

 Dy = p - n 

Để hệ phương trình có vô số nghiệm 

 D = Dx = Dy = 0 

 





























pn

pn

1m

0np

0mpn

01m

 

Bài tập 16: Cho hệ phương trình 

 








1myx2

1y2mx
 

Tìm giá trị m để hàm số có nghiệm duy nhất (x, y) thoả mãn x + y = 1. 

 Giải 

Áp dụng công thức CRAMER, ta có: 

 D = m
2
 - 4,  

 Dx = m - 2,  

 Dy = m - 2 

Hệ có nghiệm duy nhất  m
2
 - 4  0  m   2 

Và thoả mãn  x + y = 1 

1
2m

1

2m

1






  m = 0. 

Bài tập 17: Giải hệ phương trình 

 












2001yx

2y
1001

1
x

1000

1

 

 Giải 

Sử dụng phương pháp thế, ta giải phương trình. 

Phương trình có nghiệm là (x, y) = (1000, 1001).  

Bài tập 18: Cho hệ phương trình 

 








2y)1m(x

1myx)1m(
 

Tìm giá trị m để hệ có nghiệm duy nhất thoả mãn x + y đạt giá trị nhỏ nhất. 

 Giải 

Áp dụng công thức CRAMER, ta có: 

 D = m
2
,  

 Dx = m
2
 + 1,  

 Dy = m +1 

Để hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y) thỏa mãn  x+ y đạt giá trị nhỏ nhất khi 

 































8

7

8

7

22

1

m

2

m

1m

m

1m

0m
2

22

2

2

 

Vậy bx + y đạt giá trị nhỏ nhất là 
8

7
 khi  

22

1

m

2
 = 0  m = - 4. 

Bài tập 19:  Cho hệ phương trình: 
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







mmyx

1my2mx
  (m > 0) 

Tìm giá trị m để hệ có nghiệm duy nhất (x, y) thoả mãn x > y + 2. 

Giải 

Áp dụng công thức CRAMER, ta có: 

D = m
2 
- 2m, 

Dx = m + 2m
2
, 

Dy = - m
2
 - 1 

Hệ có nghiệm duy nhất  m  2 và m  0. 

Với  x > y + 2 

2
m2m

1m

m2m

m2m
2

2

2

2











 0
m2m

1m5m
2

2






 m > 2   

Bài tập 20: Cho hệ phương trình: 









0y)3m2(x2

7m4yx)3m2( 2

Tìm giá trị m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y) thoả mãn x
2
 + y

2
 đạt giá trị nhỏ nhất 

là 

Giải 

Giải hệ phương trình  có nghiệm duy nhất (x, y) = (2m +3, 4)

Ta có: x
2
 + y

2
 = (2m +3)

2
 + 4

2
  16. 

Vậy giá trị nhỏ nhất là 16 đạt được khi m = 
2

3
 . 

Bài tập 21: Cho hệ phương trình:  

  


 

22mx m y 3

2x my 3
. 

Tìm m để hệ  phương trình: 

a) Có vô số nghiệm. 

b) Vô nghiệm.

Giải 

a) Hệ có vô số nghiệm khi 
2a b c 2m m 3

m m 1 m 1
a ' b ' c ' 2 m 3
         

b) Hệ vô nghiệm khi 
2a b c 2m m 3

m m 1 m 1
a ' b ' c ' 2 m 3
         

1.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho hệ phương trình:  









1y)1m(x

2y2mx

Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất (x, y). 

Đáp số: m ≠ 1 và m ≠ -2 

Bài tập 2: Giải và biện luận hệ phương trình: 









2ayx)1a(

3y)a2(ax6

Bài tập 3: Giải hệ phương trình theo tham số a. 









1)aaa(2yax

1yax
23
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Đáp số: 
2

3 2

x a a 1

y a a a

   


  
 

Bài tập 4: Giải hệ phương trình: 




















3

5

xy

yx5

7
yx

y3x3

 

Đáp số: Vô nghiệm. 

Bài tập 5: Giải hệ phương trình: 









2|y|x

1y|x|
 

Đáp số: Vô nghiệm. 

Bài tập 6: Giải hệ phương trình: 





















15
19

7y

5

yx4

7
17

yx2

7

yx

 

(Đề thi vào lớp 10 chuyên Lê Hồng Phong TPHCM 1990-1991 Ban B) 

Bài tập 7: Giải và biện luận hệ phương trình: 









3myx2

1my2mx
 

(Đề thi HSG TPHCM 1991-1992 vòng 1) 

Bài tập 8: Cho hệ phương trình: 









1myx

mymx
 

Xác định tất cả các giá trị của tham số m để hệ có nghiệm (x, y) sao cho tích P = x.y đạt giá trị 

lớn nhất. 

Đáp số: Không tồn tại m. 

Bài tập 9: Giải và biện luận hệ phương trình: 









3myx)1m(

1y)1m(xm 22

 

Bài tập 10: Giải và biện luận hệ phương trình: 





















4
2

ym

4

my2x

6
4

ymx

2

ymx2

 

Bài tập 11: Cho hệ phương trình: 

x ay 1

ax y 2

 


 
 

a) Giải hệ phương trình khi a = 2. 

b) Với giá trị nào của a thì hệ có nghiệm duy nhất. 

Bài tập 12: Cho hệ phương trình: 

x my m

mx 9y m 6

 


  
 

Tìm m để hệ: 

a) Vô nghiệm. 

b) Có vô sô nghiệm. 

Bài tập 13: Cho hệ phương trình:  
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x (m 1)y 2

(m 1)x y m 1

  


   

a) Giải hệ phương trình khi m = 
2

1
. 

b) Xác định m để hệ có nghiệm duy nhất thoã mãn x > y.

Bài tập  14: Cho hệ phương trình: 

x y 1

mx 3y m

 


 

a) Tìm m để hệ có nghiệm duy nhất. 

b) Tìm m để hệ có vô số nghiệm. 

Bài tập  15: Giải và biện luận các hệ phương trình sau: 

3x (m 4)y 1 4m

mx y m

   


 

2. Hệ phƣơng trình dạng: (Gồm một phƣơng trình bậc nhất và một phƣơng trình bậc hai) 

 
 





2 2

1ax + by + c = 0
    

2mx + nxy + py = 0

Với a, b, c, m, n , p là các hằng số thực. 

2.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Từ phương trình (1) rút x theo y hoặc rút y theo x rồi thế vào phương trình (2).

Bước 2: Giải (2) rồi suy ra x hoặc y (phụ thuộc cách rút). 

Bước 3: Thay giá trị tìm được vào phương trình (1) để suy ra giá trị của ẩn còn lại. 

2.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải phương trình: 









0yxyx

5yx2
22

Giải 

Ta có: 

 
 2

1
  

0yxyx

5yx2
22









Từ (1) suy ra: y = 2x - 5 thế vào phương trình (2) ta được phương trình: 

7x
2
 - 25x + 25  = 0 

Giải phương trình này, ta được: ;  
10 15

x = x =
7 7

. 

Suy ra hệ phương trình có hai cặp nghiệm (x; y) là ;
 
 
 

10 15
-

7 7
và ;

 
 
 

15 5
-

7 7
. 

Bài tập 2: Giải các phương trình: 

   
04y5x2y3xyx

42yx
22









Giải 

Ta có:  

 
 2

1
     

04y5x2y3xyx

42yx
22









Từ (1) suy ra: x = 4 - 2y thế vào (2) ta được: 

9y
2
 - 24y + 20 = 9 

Phương trình này vô nghiệm, suy ra hệ vô nghiệm.

Bài tập 3: Giải hệ phương trình:  
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8y3x

5y4x2
22








 

 Giải 

Ta có: 

 
 
 2

1
   

8y3x

5y4x2
22








 

Từ (1) suy ra: x = 
5 4

2

y
 thế vào (2) ta được 

 28y
2
 + 40y - 7 = 0 

      

5 7
y

7

5 7
y

7

  



 

 




 

Suy ra:  

Với 
7

75-
y


   

14

7415
x


  

Với 
7

7-5-
y     

7

7415
x


  

Vậy hệ phương trình có hai cặp nghiệm (x; y) là 












 

7

75-
 ;

14

7415
 và 













 

7

75-
 ;

7

7415
. 

Bài tập 4: Giải hệ phương trình: 

    
5y3x

9xy7x53y 22








 

 Giải 

Ta có: 

 
 2

1
   

5y3x

9xy7x53y 22








 

Từ (1) suy ra x = 5 + 3y thế vào (2) ta được 

  27y
2
 + 15y + 116  =0  

 

25 697
y

54

115 697
y

54

  



 

 




 

Suy ra hệ có nghiệm  

 

25 697
y

18

115 697
y

54

  





 




 và 

25 697
y

18

115 697
y

54

  





 




 

Bài tập 5: Giải hệ phương trình: 

    
43yx

8x2y-xy 22








 

 Giải 

Ta có: 

 
 

2 2 1xy - 2y + x = -8
   

2x + 3y = 4





 

Từ (1) suy ra x = 4 - 3y thế vào (2) ta được phương trình 
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        y
2
 - 5y + 6 = 0 

y 3

y 2


 


Suy ra hệ có nghiệm  

x 2

y 2

 



và 

x 5

y 3

 




Bài tập 6: Giải hệ phương trình:  

2 2

x y 3

2x 3xy 5y 16

 


  

Giải 

Ta có hệ phương trình tương đương: 

2 2

y 3 x

2x 3x(3 x) 5(3 x) 16

 
 

    

2 2 2

y 3 x

2x 9x 3x 45 30x 5x 16

 
 

     

2

y 3 x

10x 39x 29 0

 
 

  

y 3 x

x 1

29
x

10

 



 

 


x 1

y 2

29
x

10

1
y

10

 



 


 

2.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải các hệ phương trình sau: 

a) 
2 2

2x y 1

x xy y 19

 


  
b) 

2 2

x 3y 6

2x 3xy y 18 0

 


   
c) 

  
2 2

x + y + 2 2x + 2y -1 = 0

3x -32y + 5 = 0





d) 
2 2

2x - y - 7 = 0

y - x + 2x + 2y + 4 = 0





e) 
2

4x 9y 6

3x 6xy x 3y 0

 


   
f) 

2

2

2x x y 1 0

x 12x 2y 10 0

    


   

g) 
  

2

x + 2y +1 x + 2y + 2 = 0

xy + y + 3y +1 = 0





h) 
2 2

x - y = 2         

x + y = 164





i) 









           1y2x

7y5xyx
22

Bài tập 2: Cho hệ phương trình: 
2 2x 4y 8

x 2y m

  


 
(m là tham số) 

a) Giải hệ phương trình với m = 4 

b) Giải và biện luận hệ phương trình theo tham số m.

Bài tập 3: Giải hệ phương trình: 
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2 29x 4y 36

2x y 5

  


 
 

Bài tập 4: Tìm m để hệ phương trình: 
2 2x y mx my m 1 0

x y 4

      


 
 (m là tham số) 

có 2 cặp nghiệm phân biệt (x1; y1) và ( x2; y2) thoả mãn   (x1 – x2)
2
 + (y1 – y2)

2
 = 4. 

Bài tập 5: Tìm m để hệ phương trình: 
2 29x 16y 144

x y m

  


 
 (m là tham số) 

có nghiệm duy nhất. 

Bài tập 6: Cho hệ phương trình: 
2 2x y 1

x y m

  


 
 (m là tham số) 

Xác định các giá trị của a để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

Bài tập 7: Cho hệ phương trình: 
2 2x y x 0

x ay a 0

   


  
 (a là tham số) 

a) Giải hệ phương trình khi a  = 1. 

b) Tìm a để hệ phương trình đã cho có 2 nghiệm phân biệt. 

c) Gọi (x1; y1) , (x2 ; y2) là các nghiệm của hệ phương trình đã cho .  

Chứng minh rằng: (x1 – x2)
2
 + (y1 – y2)

2
 ≤ 1 

Bài tập 8: Cho hệ phương trình:  
2 2x 2y 9

2x y m

  


 
 (m là tham số) 

a) Giải hệ phương trình với m = 0. 

b) Giải và biện luận hệ phương trình theo tham số m. 

Bài tập 9: Cho hệ phương trình: 
2 2x 3y m

3x 5y 13

  


 
 (m là tham số) 

a) Giải hệ phương trình khi m = 13. 

b) Giải và biện luận hệ phương trình theo tham số m. 

Bài tập 10: Gọi ( x; y) là nghiệm của hệ phương trình: 
2 2 2x y a 2a 3

x y 2a 1

    


  
 (m là tham số) 

Tìm a để P = xy đạt giá trị nhỏ nhất. 

Bài tập 11: Gọi ( x; y) là nghiệm của hệ phương trình: 
2 2 2x y 2a 2

x y a 1

   


  
 (a là tham số) 

Tìm a để P = xy đạt giá trị lớn nhất. 

Bài tập 12: Gọi ( x; y) là nghiệm của hệ phương trình: 
2 2 2x y a 4a

x y 2a 1

   


  
 (a là tham số) 

Tìm a để P = xy đạt giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất. 

Bài tập 13:Tìm k để hệ phương trình: 

2 2x + y = 1

x - y = k





 (k là tham số) 
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có nghiệm duy nhất. 

Bài tập 14: Cho hệ phương trình:  

   2

x + y = m

x +1 y + xy = m y + 2





(m là tham số) 

a) Giải hệ phương trình khi m = 4. 
b) Tìm tất cả các giá trị của tham số m để hệ phương trình có nhiều hơn hai nghiệm.   

Bài tập 15: Cho hệ phương trình:  

2 2x + y - x = 0

x + my - m = 0





(m là tham số) 

a) Giải hệ phương trình khi m = 1. 

b) Tìm m để hệ phương trình đã cho có hai nghiệm phân biệt. 

c) Gọi (x1; y1), (x2; y2) là các nghiệm của hệ đã cho.  

Chứng minh rằng:    
2 2

2 1 2 1x - x + y - y 1    

Bài tập 16: Cho hệ phương trình:  
2 2x y 1

x y m

  


 
(m là tham số) 

Tìm giá trị của m để hệ phương trình có hai nghiệm phân biệt. 

Đáp số:  - 2 < m < 2

Bài tập 17: Cho hệ phương trình:  
2 2x y x

x ny n

  


 
(n là tham số) 

Tìm n để hệ phương trình có hai nghiệm phân biệt. 

Đáp số: 0 < n < 
4

3

Bài tập 18: Cho hệ phương trình:  
2 29x 16y 144

x y a

  


 
(a là tham số) 

Tìm a để hệ có nghiệm duy nhất. 

Đáp số: m =  7

Bài tập 19: Cho hệ phương trình:  
2 2x y 25

mx y 3m 4

  


  
(m là tham số) 

Tìm m để hệ phương trình có nghiệm kép. 

Đáp số: m = -
3

4
Bài tập 20: Giải hệ phương trình:  

2 2x xy y 7

2x y 5

   


 

Đáp số: (1, -3); 
18 1

;  
7 7

 
 
 

Bài tập  21: Giải các hệ phương trình sau:  

a) 
2 2

2x - y = 1

3x -5xy + y = -23





b) 
2 2

x + 3y = 8

2x + 3xy -5y = -4





3. Hệ phƣơng trình đối xứng loại I: 
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3.1. Kiến thức cơ bản: 

 Hệ phương trình loại I theo ẩn x và y: Là hệ phương trình mà khi ta đổi vai trò của các ẩn x và y 

thì hệ phương trình vẫn không thay đổi. 

Dạng hệ phương trình: 

 
f(x, y) = 0

g(x, y) = 0





  Với 
f(x, y) = f(y, x)

g(x, y) = g(y, x)





 

Hệ phương trình ở dạng thu gọn:  

Đặt  S = x + y ; P = x.y thì hệ phương trình trở thành: 

 








0)P,S(g

0)P,S(f
  Điều kiện : S

2
   4P 

(Với S và P là tổng và tích hai nghiệm) 

Cách giải: 

 Bước 1: Đặt : S = x + y, P = x.y và x, y chính là nghiệm của phương trình 

  Điều kiện: S
2
   4P 

 Bước 2: Xác định S và P.  

  Khi đó S và P là nghiệm của phương trình bậc hai 

   X
2
 - SX + P =0,  

 Bước 3: Giải phương trình bậc hai theo ẩn X. 

  Có giá trị X thì suy ra x, y. 

3.2. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải hệ phương trình: 

 
2 2

3 2 2 3

x - y + x - y = 5

x - x y - xy + y = 6





 

 Giải 

Ta có hệ phương trình tương đương:  

 
2 2

2 2

(x - y ) + (x - y) = 5

(x - y )(x - y) = 6





 

Đặt: u = 22 yx   và  t = yx    

Hệ phương trình được đưa về dạng: 

 








6ut

5tu
 

Suy ra u và t là hai nghiệm của phương trình:  X
2 
- 5X + 6 = 0 

Giải ra, ta được: X1 = 2; X2 = 3. 

Xét hai trường hợp: 

Nếu  u = 2, t = 3 








3)yx(

2)yx( 22

      











3)yx(
3

2
)yx(

  












6

7
y

6

11
x

 

Nếu  u = 3, t = 2  








2)yx(

3)yx( 22

     

7
3 x

x y 4
2

1
x y 2 y

4


   

 
     

 

Bài tập 2: Giải hệ phương trình: 

 










2yxyx

4yxyx 22

 

 Giải 

Đặt: S = x + y và P = xy, (S
2
 ≥ 4P) ; 

Ta có hệ  








)2(2PS

)1(4PS2
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Từ (2)  P = 2- S  thế vào (1) ta có: S
2 
+ S - 6 = 0  









2S

3S

2

1

Từ đó ta có; 








5P

3S

1

1
  hoặc 









0P

2S

2

2

Với 








5xy

3yx
hệ này vô nghiệm 

Với 








0xy

2yx

Giải hệ này có hai cặp nghiệm (x; y) là (2; 0) và (0; 2). 

Vậy hệ phương trình có hai cặp nghiệm (x; y) là (2; 0) và (0; 2).

Bài tập 3: Giải hệ phương trình: 









84xyyx

19yxxy
22

Giải 

Hệ phương trình được đưa về dạng: 









84)yx(xy

19)yx(xy

Đặt: S = x + y; P = xy, S
2
 ≥ 4P. 

Khi đó S và P là hai nghiệm của phương trình 

X
2
 - 19X +84 = 0 

       X1  = 7 hoặc X2 = 12 

Ta có hệ: 








7xy

12yx
hoặc 









12xy

7yx

Giải hệ phương trình: 








7xy

12yx

có nghiệm 









426y

426x
hay 









426y

426x

Giải hệ phương trình 








12xy

7yx

có nghiệm 









4y

3x
hay 









3y

4x

Vậy hệ phương trình đã cho có bốn cặp nghiệm (x; y) là: 









426y

426x
; 








426y

426x
; 








4y

3x
; 








3y

4x

Bài tập 4: Giải hệ phương trình: 
2 2

x y xy 6

xy y x 5

  


  

Giải 

Ta có hệ phương trình đương đương: 
  


  

2 2

x y xy 6

xy y x 5


  


  

xy(x y) 6

xy (x y) 5

Đặt: xy = t, x + y = u, (u
2
 ≥ 4t) 

Ta có hệ 








6ut

5tu

Vậy u và t là hai nghiệm của phương trình:  
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X
2
 - 5X + 6 = 0  

có hai nghiệm X1 = 2; X2 = 3. 

Ta có các hệ:  

Hệ 1: 








3t

2u
 (không thỏa mãn, vì: u

2
 < 4t) 

Hệ 2: 








2t

3u
  









2xy

3yx
 

Khi đó x, y là hai nghiệm của phương trình 

 X
2
 - 3X + 2 = 0  

Suy ra: X = 1, X = 2 

 








2y

1x
 và 









1y

2x
 

Bài tập 5: Giải hệ phương trình: 

 










3xy

2xy 22

 

 Giải 

Ta có hệ phương trình tương đương: 

 















0xy

3)x.(y

2)x(y
22

22

 
)2(

)1(
 

Từ (1) và (2) chứng tỏ y
2
 và -x

2
 là hai nghiệm của phương trình: 

      X
2
 - 2X - 3 = 0 

  X = -1, X = 3 

Do đó: y
2
 = 3 và -x

2
 = -1   y

2
 = 3 và x

2
 = 1. 

Ngoài ra xy < 0 nên nghiệm của hệ là: 

 








3y

1x
 hay 









3y

1x
 

Bài tập 6: Giải hệ phương trình: 

 








)2(97yx

)1(5yx
44  

 Giải 

Ta biến đổi phương trình (2) của hệ:  

      (x
2
)

2
 + (y

2
)

2
 = 97 

  (x
2
 + y

2
)

2
 - 2x

2
y

2
 = 97 

  [(x + y)
2
 - 2xy]

2
 - 2x

2
y

2
 = 97 

Thay x + y = 5 vào phương trình trên ta được: 

      (25 - 2xy)
2
 - 2(xy)

2
 = 97 

  625 - 100xy +  2(xy)
2
 = 97 

  2(xy)
2
 - 100xy + 528 = 0 

  (xy)
2
 - 50xy + 264 = 0 

 








44xy

6xy
 

Xét hệ phương trình: 








   6xy

5yx
 

Giải hệ phương trình trên, ta được: 








3y

2x
 và 









2y

3x
 

Xét hệ phương trình: 








 44xy

5yx
 (5

2
 < 4.44) hệ phương trình này vô nghiệm. 
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Vậy hệ phương trình đã cho có hai cặp nghiệm là 








3y

2x
và 









2y

3x
. 

Bài tập 7: Cho hệ phương trình: 









6yx

myx 22

( m là tham số) 

Tìm giá trị  m để hệ phương trình  vô nghiệm. 

Giải 

Biến đổi hệ phương trình, ta được: 

2 x y 6
(x y) 2xy m

36 m
xyx y 6

2

 
    

  
  



Khi đó x và y là nghiệm của phương trình: 

     t
2
 - 6t + 

36 m
0

2




 2t
2
 - 12t + 36 - m = 0 

Để hệ phương trình vô nghiệm thì phương trình: 

2t
2
 - 12t + 36 - m = 0 

vô nghiệm 

Ta có điều kiện vô nghiệm: 

     ' < 0  

 m - 18 < 0  

 m < 18. 

Bài tập 8: Cho hệ phương trình: 
2 2x xy y 1

x y xy 3

   


  

Giải 

Nhận thấy hệ phương trình không đối xứng nên biến đổi đưa về hệ đối xứng.

Đặt: t = -y, khi đó ta có: 
2 2x xt t 1

x t xt 3

   


  

Đặt: S = x + t và P = xt, ( S
2
  4P) 

Ta có hệ phương trình 

 
 

  


 

2 1S 3P 1
   

2S P 3

Từ (2) suy ra: P = 3 - S thay vào (1), ta được: 

S
2
 + 3S - 10 = 0  

Giải ra:S = -5; S = 2. 

Xét hệ phương trình: 
 




S 5

P 8
(Vì (-5)

2
 < 4.8 hệ này vô nghiệm) 

Xét hệ phương trình: 
   

 
  

S 2 x t 2

P 1 xt 1

Khi đó x và t là nghiệm của phương trình  

     X
2
 - 2X + 1 = 0  

 X = 1  x = t = 1  
x 1

y 1




 

Suy ra hệ phương trình đã cho có 1 cặp nghiệm (x; y) là (1, -1). 

Bài tập 9: Giải hệ phương trình: 
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x y 5

x y 16

y x 3

 



 


 

 Giải 

Biến đổi hệ phương trình, ta được:  

 
2 25

xy 6(x y) xy 0
6

x y 5
x y 5


   

 
   

 

Đặt: S = x + y = 5 và P = xy = 6, (điều kiện S
2
  4P) 

Khi đó x và y là nghiệm của phương trình 

 X
2
 - 5X + 6 = 0 

Giải phương trình trên, ta được: X1 = 2; X2 = 3. 

Ta có hai cặp nghiệm (x; y) là 





x 2

y 3
  và 






x 3

y 2
 

Vậy hệ phương trình đã cho có hai cặp nghiệm là (2, 3) và (3, 2). 

Bài tập 10: Giải hệ phương trình:  

 
3 3

xy(x y) 2

x y 7

  


 
  

 Giải 

Ta có hệ phương trình tương đương: 

 
3

xy(x + y) = -2

(x + y) -3xy(x + y) = 7





 

Đặt: S = x + y; P = xy. 

Do đó hệ trở thành: 

      
3 3 3

P.S 2 PS 2 PS 2 S 1

P 2S 3PS 7 S 3.( 2) 7 S 1

         
     

         
 

  
x y 1

xy 2

 


 
 

x, y là nghiệm của phương trình: X
2
 – X - 2  = 0 

Giải phương trình trên ta được X1 = -1; X2 = 2 

Vậy hệ phương trình đã cho có hai cặp nghiệm (x; y) là 
x 1

y 2

 



 và 

x 2

y 1




 
 

3.3. Bài tập tự luyện: 

Bài 1. Giải các hệ phương trình sau: 

a) 
2 2

x y 5

x xy y 7

 


  
   b) 

2 2

xy = 5

x + y + x + y = 42





 c) 
2 2

x + y + xy = 5

x + y = 5





  

d) 
  
  

2 2x + x +1 y + y +1 = 3

1- x 1- y = 6





 e) 
  

3 3x + y = 19

xy +8 x + y = 2





 f) 
x y + y x = 30

x x + y y = 35





 

g)  

 

7
x + y + xy =

2

5
xy x + y =

2







   h)  
2 2x + xy + y  = 7

x + xy + y = 5





  i) 
3 3

x + y = 2

x + y = 26





  

k) 
2 2x xy y 4

x xy y 2

   


  
   l) 

2 2 3 3

x + y = 4

(x + y )(x + y ) = 280





 m) 
2 2

x + y + xy = 11

x + y + 3(x + y) = 28





  

n) 

2

2 2

2(x + y)  - xy = 1

x y + xy  = 0





   o) 

2 2

4 4 2 2

x  + y  + xy = 7

x  + y  + x y  = 21





 p) 
3 3 2 2

x + y = 1

x + y  = x  + y




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q) 

5 5

9 9 4 4

x  + y  = 1

x + y  = x + y





r) 

4 4

6 6

x + y  = 1

x + y  = 1





s) 

1 1 7
 +  + xy = 

x y 2

2(x + y) = 3xy







t) 
2 2

2 2

1 1
x + y +  +  = 4

x y

1 1
x + y +  + 4

x y





 


u) 
2

x(x + 2)(2x + y) = 9 

x + 4x + y = 6





v)
2 2

2 2

1
(x + y)(1 + ) = 5

xy

1
(x  + y )(1 + ) = 49

x y








w) 
  

  

2 2

2 2

x - y x - y = 3

x + y x + y = 15






y) 

1 1 4
+ =

3x y

xy = 9







z)

 

 2 2

2 2

1
x + y 1+ = 5

xy

1
x + y 1+ = 49

x y

  
  
  


 
 
 

Bài tập 2: Cho hệ phương trình:  

2 2

x + xy + y = m +1

x y + xy = m





(m là tham số) 

a) Giải hệ phương trình với m = 2. 

b) Tìm m để hệ có ít nhất một nghiệm  x; y thỏa mãn x 0 và y 0 . 

Bài tập 3: Tìm m để hệ phương trình sau có nghiệm:  

2 2 2

x y m

x y m 6

 


   
(m là tham số) 

Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức:  F xy 2 x y   . 

Bài tập 4: Tìm các giá trị của m để hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất: 

 

 

2 2x y xy 2 m 1

2xy x y 2 m 2

   


   

(m là tham số) 

Bài tập  5: Tìm m để hệ phương trình: 

2 2

x xy y m

x y xy 3m 8

  


  
(m là tham số) 

có nghiệm.

Bài tập 6: Gọi  x;y là nghiệm của hệ phương trình: 

2 2 2

x y 2a 1

x y a 2a 3

  


   
(a là tham số) 

Xác định a để xy đạt giá trị nhỏ nhất.

Bài tập  7: Cho hệ phương trình:  

 

 

2 2

2

x y 2 a 1

x y 4

   


 

(a là tham số) 

a) Giải hệ phương trình với a = 2. 

b) Các giá trị của a để hệ phương trình có nghiệm duy nhất.

Bài tập 8: Cho hệ phương trình: 
2 2x  + y  = m

x + y = 6





(m là tham số) 

a) Giải hệ phương trình với m = 26.                 

b) Tìm giá trị m sao cho hệ phương trình vô nghiệm.        

c) Tìm giá trị m sao cho hệ phương trình có nghiệm.               

d) Tìm giá trị m sao cho hệ phương trình có 1 nghiệm duy nhất.                               

e) Tìm giá trị m sao cho hệ phương trình có hai nghiệm phân biệt. 

Bài tập 9: Cho hệ phương trình:  
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2 2

x + y + xy = m +1

x y + xy  = 3m -5





 (m là tham số) 

a) Giải hệ phương trình với m = 26                 

b) Tìm giá trị m sao cho hệ phương trình vô nghiệm        

c) Tìm giá trị m sao cho hệ phương trình có nghiệm               

d) Tìm giá trị m sao cho hệ phương trình có 1 nghiệm duy nhất                               

e) Tìm giá trị m sao cho hệ phương trình có 2 nghiệm phân biệt 

Bài tập 10: Tìm m để các hệ phương trình sau có nghiệm: 
2 2x + y + x  + y  = 8

xy(x + 1)(y + 1) = m





 (m là tham số) 

Bài tập  11: Cho các hệ phương trình sau: 

2 2 2

x + y = 4

x  + y  = m





  (m là tham số) 

a) Giải hệ phương trình với m = 12. 

b) Tìm giá trị m sao cho hệ phương trình có nghiệm 

Bài tập 12: Giải biện luận các hệ phương trình sau theo tham số a, m: 

a) 

x y
 +  = a

y x

x + y = 8







              b) 

x - 4 + y - 1 = 4

x + y = 3a





 c) 
2x + y -1 = m

2y + x -1 = m





 

Bài tập 13: Cho hệ phương trình: 
2 2x y 4m

2xy 1 2m

  


 
 (m là tham số) 

Tìm m để hệ phương trình có hai nghiệm phân biệt.  

Đáp số:  a = 
1

4
 

Bài tập 14: Giải hệ phương trình theo ẩn x và y với tham số a  0. 
4 4

2

x y 2a

x y xy a 2a

  


   
  (a là tham số) 

(Đề thi tuyển chọn đội tuyển Toán 9, Thanh Hoá năm 1995-1996) 

Đáp số: (x , y) = (a, a) 

Bài tập 15: Giải hệ phương trình: 

x y xy 3

x y xy 1

  


  
 

Giải hệ phương trình trên. 

Đáp số: (x, y) = (1, 1) 

Bài tập 16: Cho hệ phương trình: 


 


  

x y
a

y x

x y 8

 (a là tham số) 

Tìm a để hệ phương trình có nghiệm kép dương. 

Đáp số: a = 2. 

Bài tập 17: Giải hệ phương trình: 

 

4 4

2 2

x y 97

xy x y 78

  


 

 

Hướng dẫn: Đặt: x
2
 + y

2
 = S và xy = P. 

Bài tập 18: Giải hệ phương trình: 
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2 2

2 2

x xy y 12

x y y x 16

   


 

Đáp số: (x, y) = (2, 2); (2, -4), (-4, 2) 

Bài tập 19: Giải hệ phương trình: 
2 2

2 2

x 3xy y 1

3x xy 3y 13

    


  

Đáp số: (1, 2); (-1, -2); (2, 1); (-2, -1) 

Bài tập 20: Cho hệ phương trình: 

x xy y m 1

xy(x y) m

   


 
(m là tham số) 

Tìm m để hệ có nghiệm (x, y) thoả điều kiện x > 0 và y > 0. 

Đáp số:  0 < m 
1

4
 hay a  2. 

Bài tập 21: Giải hệ phương trình theo ẩn x và y. 

3 3 3 3

x y m n

x y m n

  


  
(m, n là các tham số) 

Đáp số: (x, y) = (m, n); (n, m) 

Bài tập 22: Cho hệ phương trình: 

 
 

2

2 2

x y 4

x y 2 1 k

  


  

(k là tham số) 

Tìm k để hệ phương trình có đúng hai nghiệm. 

Đáp số: k = 0. 

4. Hệ phƣơng trình đối xứng loại II: 

4.1. Kiến thức cơ bản: 

Hệ phương trình đối xứng loại II theo ẩn x và y là hệ phương trình mà khi ta đổi vai trò của x 

cho y thì hai phương trình của hệ sẽ  hoán đổi cho nhau. 

Dạng phương trình               

f(x, y) = 0

f(y, x) = 0





Cách giải: 

Bước 1: Cộng hoặc trừ hai vế của hai phương trình để đưa hệ phương trình về phương trình tích 

và lập hệ phương trình : 

Đưa về dạng  
f(x, y) - f(y, x) = 0

f(x, y) = 0





hoặc 
f(x, y) + f(y, x) = 0

f(x, y) = 0





           
x = y

(x - y).f(x, y) = 0
f(x, y) = 0


 



Bước 2: Giải hệ phương trình vừa lập được.  

Bước 3: Xét nghiệm của hệ phương trình là nghiệm của từng phương trong hệ ở bước 1. 

4.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải hệ phương trình: 
2

2

x 1 3y

y 1 3x

  


 

                 (Đề thi giải thưởng Lương Thế Vinh, Quận 1 TP HCM: 2-4-1994) 

Giải 

Hệ phương trình:  
2

2

x + 1 = 3 y ( 1 )

y + 1 = 3 x ( 2 )




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Trừ (1) và (2), ta có: 

      x
2
 - y

2
 = 3y - 3x 

 (x - y)(x + y -3) = 0 

Vậy hệ đã cho tương đương với 

      
2x +1 = 3y

(x - y)(x + y -3) = 0





 

  

2x +1 = 3y

(x - y)

x = y -3 = 0







 

2

2

x 1 3y

x y 0

x 1 3y

x y 3 0

  


 
 

  
   

 

 Giải hệ phương trình: 
2

3 5
x

2

3 5
y

x 1 3y 2

x y 0 3 5
x

2

3 5
y

2

 



 

   
   
 



 


 

Giải hệ phương trình: 
2

3 41
x

2

9 41
y

x 1 3y 2

x y 3 0 3 5
x

2

9 5
y

2

  



 

   
     
 



 


 

Bài tập 2: Giải hệ phương trình: 

 

2 2

2 2

x - 2y = 2x + y

y - 2x = 2y + x





 

 Giải 

Trừ hai phương trình của hệ trên, ta được: 

              3x
2
 - 3y

2
 = x - y  (x - y)(3x + 3y -1) = 0 

Ta có hệ phương trình tương đương: 

    
2 2x - 2y = 2x + y

(x - y)(3x + 3y -1) = 0





 



2 2

2 2

2 2

x - 2y = 2x + y
x - 2y = 2x + y

x - y = 0
x - y = 0

x - 2y = 2x + y
3x + 3y -1 = 0

3x + 3y -1 = 0


 
 

 
   

 

Giải hệ phương trình: 
2 2

x = 0

y = 0x - 2y = 2x + y

x - y = 0 x = -3

y = -3




   

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Giải hệ phương trình:  
2 2x - 2y = 2x + y

3x + 3y -1 = 0





  hệ này vô nghiệm. 

Bài tập 3: Giải phương trình: 
3

3

x 2x y

y 2y x

  


 

Giải 

Trừ hai phương trình cho nhau ta được: 

           x
3
 - y

3
 = x - y  (x - y)(x

2
 + xy + y

2
 - 1) = 0 

Ta có hệ phương trình: 
3

3

3

2 2

2 2

x 2x y
x 2x y

x y
x y

x 2x y
x xy y 1 0

x xy y 1 0

  
   

 
 

             

Giải hệ phương trình: 
3

x = 0

y = 0

x = 3x = 2x + y

x = y y = 3

x = - 3

y = - 3





 

 
 






Giải hệ phương trình: 

3

2 2

x = 2x + y x = -1

y = 1x + xy + y -1 = 0

 
 

 

Bài tập 4: Giải hệ phương trình: 
2 2

2 2

x y 2 y

xy 2 x

  


 

Giải 

Trừ hai phương trình ta được phương trình: 

              (x - y)(xy + x + y) = 0 

Ta có hệ phương trình: 
2 2

2 2

2 2

x y 2 y
x y 2 y

x y
x y

x y 2 y
xy x y 0

xy x y 0

  
   

 
 

          

Xét hệ phương trình: 
2 2 x 1x y 2 y

y 1x y

    
 

  

Xét hệ phương trình: 
2 2x y 2 y

xy x y 0

  


  

Phương trình này vô nghiệm. 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) là 
x 1

y 1

 


 

Bài tập 5: Giải hệ phương trình: 
2

2

x xy y 1

x xy y 1

   


  
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 Giải 

Trừ hai vế của phương trình ta được PT: 

           (x - y)(x + y -1) = 0 

Ta có hệ phương trình: 
2

2

2


 
 

 
   

x + xy + y = 1
x + xy + y = 1

x = y
x = y

x + xy + y = 1
x + y -1 = 0

x + y -1 = 0

 

Xét hệ phương trình: 
2

x = -1

y = -1

x = xy + y = 1 1
x =

x + y -1 = 0 2

1
y =

2





   





 

Xét hệ phương trình: 
2 x y 1 x tx xy y 1

, t R
x y 1 y 2tx y 1 0

            
      

 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm (x; y) là (-1; -1), 
1 1

;  
2 2

 
 
 

, (t; 2t) với tR
+
 

Bài tập 6: Giải hệ phương trình: 

 

x
x 3y 4

y

y
y 3x 4

x


 


  


 

 Giải 

Trừ từng vế của hệ phương trình ta được: 

 (x
2
 - y

2
) = -4(x - y)  (x - y)(x + y + 4) = 0 

x y

y 4 x


 

  
 

Xét x = y, hệ phương trình ttương đương với: 

 
2

x y
x y 2

x 2x 0


   

 
 

Xét y = -4 - x, hệ phương trình tương đương với  

 
2

y 4 x
x y 2

x 4x 4 0

  
   

  
 

Suy ra hệ phương trình đã cho có nghiệm (x, y) là (-2, -2) 

Bài tập 7: Cho hệ phương trình: 

 
2

2

x y y m

y x x m

   


  
 

Tìm giá trị m để hệ có nghiệm. 

 Giải 

Trừ từng vế của phương trình, ta được: 

 x
2
 - y

2
 = 0 

x y

x y


 

 
 

Khi đó hệ phương trình tương đương với  

 
2

x y
   (I)

x 2x m 0




  
 hoặc 

2

x y
   (II)

x m 0

 


 
 

Để hệ có nghiệm khi và chi khi  
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 
 

 

 

I

II

0I cã nghiÖm 1 m 0
m 1

II cã nghiÖm 0 m 0

   
    
     

Suy ra hệ có nghiệm khi m  1. 

Bài tập 8: Cho hệ phương trình: 
2

2

x 2xy mx y

y 2xy my x

   


  

Tìm giá trị m để hệ có nghiệm x = y.  

Giải 

Trừ từng vế của hai phương trình, ta được: 

x
2
 - y

2
 = (m - 1)(x - y)  (x - y)(x + y - m + 1) = 0 

y x

y m 1 x


 

  

Với x = y khi đó ta có:

3x
2
 = (m +1)x  

Phương trình này luôn luôn có nghiệm với mọi m.

Bài tập 9: Cho hệ phương trình: 
2 2

2 2

x(3 4y ) m(3 4m )

y(3 4x ) m(3 4m )

   


  
(x≠y) 

Tìm giá trị m để hệ vô nghiệm. 

Giải 

Trừ từng vế của hai phương trình, ta được:  

(x - y)(3 + 4xy) = 0  
3

xy
4

  (vì x≠ y) 

Thay vào hệ phương trình ta được 

t
2
 - 21 3

m(3 4m )t 0
3 4

  

Ta có:  = m
2
(3 - 4m

2
)

2
 + 27 > 0 

Suy ra phương trình luôn có nghiệm với mọi m.

Suy ra không tồn tại m để hệ vô nghiệm. 

Bài tập 10: Cho hệ phương trình: 
3

2

3

2

m
7x y 0

x

m
7y 0

y


  



   


Tìm giá trị a để hệ có nghiệm duy nhất.  

Giải 

Để hệ có nghiệm duy nhất thì x = y. 

Vì x = y nên ta có phương trình 

8x
3
 = m

3
 

m
x y

2
  

Suy ra hệ có nghiệm duy nhất khi a ≠ 0.

Bài tập 11: Giải hệ phương trình:  
2

2

x 2x 5 4y

y 2y 5 4x

   


  

Giải 

Ta có hệ phương trình tương đương: 

     

2 2

22

(x y)(x y 2) 0(x y ) 2(x y) 4(x y)

x 2x 5 4yx 2x 5 4y

          
 

     
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2

2

x y 0

x 2x 5 4y

x y 2 0

x 2x 5 4y

  


  
 

  
   

 

Trường hợp 1:
2 2

x y 0 x y x y

x 1;x 5x 2x 5 4y x 6x 5 0

     
   

        
 

x 1 x 5
  

y 1 y 5

  
  

  
hoÆc  

Trường hợp 2: 
2 2 2

x y 2 0 y 2 x y 2 x

x 2x 5 4y x 2x 13 0 (x 1) 12 0

          
   

          
 

Hệ phương trình này vô nghiệm. 

Vậy hệ phương trình đã cho có hai cặp nghiệm (x; y) là 
x 1 x 5

;  
y 1 y 5

  
 

  
 

4.3. Bài tập tự luyện: 

Bài 1. Giải các hệ phương trình sau: 

a) 

2

2

2x y 4y 5

2y x 4x 5

   


  
   b) 

2

2

y 13x 4y

x 13y 4x

  


 
  c) 

2

2

x y 2

y x 2

  


 
 

d) 

3

3

x 5x y

y 5y x

  


 
   e) 

2 4

4 2

x y 20

x y 20

  


 
  g) 

2 2

2 2

x - 2y = 2x + y

y - 2x = 2y + x 





 

g) 


 



  


2

2

1
3x y

x

1
3y x

y

   h) 
   


  

2 3 2

2 3 2

y x 3x 2x

x y 3y 2y

 i) 

2

2

2

2

y + 2
3y =

x

x + 2
3x =

y








   

Bài tập 2: Tìm m để hệ phương trình: 
2

2

x 2y m 0

y 2x m 0

   


  
 

có nghiệm 

Bài tập 3: Tìm các giá trị của tham số m để các hệ phương trình sau có nghiệm duy nhất: 

a) 

2 3 2

2 3 2

y x 4x mx

x y 4y my

   


  
 b) 

   

x y 1 xy

y m x 2m 3 y m

  


   
 c) 

 

 

2

2

xy x m y 1

xy y m x 1

   


  

 

Bài tập 4: Cho hệ phương trình:  

   

   

2 2

2 2

x 3- 4y = m 3- 4m

y 3- 4x = m 3- 4m






 (m là tham số) 

1) Giải hệ phương trình với m = 1. 

2) Tìm m để hệ phương trình có nghiệm. 

3) Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất.    

Bài tập 5: Giải hệ phương trình: 

2

2

2y
x

1 y

2x
y

1 x


 


 
 

 

Hướng dẫn: Biến đổi, rồi lấy hai vế trừ nhau. 

Bài tập 6: Giải hệ phương trình: 
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2

2

8
7x y

y

8
7y x

x


 



  


Đáp số: (1; 1) 

Bài tập 7: Giải hệ phương trình: 
2 2

2 2

x y 2 y

y x 2 x

  


 

   §¸psè :  (-1, -1);  1 2,  1 - 2 ;  1 2,  1 + 2 ;  

5 1 5 1
             1 5,  ;  1 5,   

2 5 2 5

 

     
           

Bài tập 8: Cho hệ phương trình: 
2

2

xy x m(y 1)

xy y m(x 1)

   


  
(m là tham số) 

Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

Đáp số: m = 8. 

Bài tập 9: Cho hệ phương trình: 
3 2 2

3 2 2

x y 7x mx

y x 7y my

   


  
(m là tham số) 

Tìm m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

Đáp số: m > 16. 

Bài tập 10: Giải hệ phương trình: 

1
x 2

y

1
y 2

x


 



  


                         (Đề thi vào lớp 10 Trường ĐH Vinh năm học 2005 - 2006) 

Đáp số: (1, 1); 
3 5 3 5

,  
2 2

  
  
 

Bài tập 11: Giải hệ phương trình: 

x y 5 1

y x 5 1

   


  

(Đề thi tốt nghiệp THCS và xét tuyển vào thpt Chuyên Lê Quý Đôn năm học 2004-2005) 

Đáp số: (-1, -1); (4, 4); (-1, 3); (4, -2) 

Bài tập 12: Giải hệ phương trình:  
2

2

3x 2x 6 9y

3y 2y 6 9x

   


  

Bài tập 13: Giải hệ phương trình:  
2

2

5x 2x 3 6y

5y 2y 3 6x

   


  

Bài tập 14: Giải hệ phương trình: 
2

2

2x 3y 12

2y 3x 12

  


 

Bài tập 13: Giải hệ phương trình:  
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2 2

2 2

2x -3x = y - 2

2y -3y = x - 2





 

Bài tập 15: Giải hệ phương trình:  
2

2

x + 2y +1 = 0

y - 2x +1 = 0





 

Bài tập 16: Giải hệ phương trình:  
2

2

x -3x + 5 = 3y

y -3y + 5 = 3x





 

Bài tập 17: Giải hệ phương trình:  

x + y + 5 = 1

y + x + 5 = 1





 

 

5. Hệ phƣơng trình đẳng cấp bậc hai: 

5.1. Kiến thức cơ bản: 

Dạng hệ phương trình:  

 

2 2

2 2

ax by cxy d 0

a 'x b ' y c 'xy d ' 0

    


   
 

Cách giải: 

 

2 2

2 2

ax by cxy d 0 (1)

a 'x b ' y c 'xy d ' 0 (2)

    


   
 

Bước 1:  

 Xét x = 0 hoặc y = 0 có nghiệm hay không. 

Bước 2: Xét x   0 hoặc y   0. 

 Đặt: x = ty hoặc y = tx 

 Ta có hệ phương trình tương đương  

   

2 2 2

2 2 2 2

ax bt y ctx d (3)

a 'x b ' t y c ' tx d ' (4)

    


   
 

 Chia (3) cho (4) ta được phương trình bậc hai theo ẩn t: 

        
2

2

a bt ct d

a ' b ' t c ' t d '

 


 
 

 Ta đưa về phương trình bậc hai theo ẩn t rồi tiến hành giải 

5.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải hệ phương trình: 

 

2 2

2 2

2x xy 3y 13

x 4xy 2y 6

   


   
 

              ( Đề thi vào lớp 10 Chuyên Toán 31.7.1994) 

 Giải 

Xét x = 0, ta có hệ phương trình tương đương: 

          

2

2

2

3y 13
5y 18

2y 6

 
 

  
 

hệ phương trình này vô nghiệm. 

Xét x ≠ 0, đặt y = tx. 

Ta có hệ phương trình tương đương với hệ:  

2 2 2 2

2 2 2 2

2x tx 3t x 13

x 4tx 2t x 6

   


   

 

 
 
 

2 2

2 2

x 2 t 3t 13 1
   

2x 1 4t 2t 6

   
 

   

  

Chia (1) cho (2) của hệ phương trình trên, ta được: 
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2

2

2 t 3t 13

1 4t 2t 6

 


  
2

2

3t t 2 13

2t 4t 1 6

 
 

 

 6(3t
2
 - t + 2) = 13(2t

2
 - 4t - 1) 

 18t
2
 - 6t + 12 = 26t

2
 - 52t - 13 

 8t
2
 - 46t - 25 = 0 

Lập hệ phương trình tương đương: 
2 2

2 2

1
2

2

x 4xy 2y 6

1x 4xy 2y 6 t
2

8t 46t 25 0
25

ty tx
4

y tx

    

       

      
  
 




1 1

2 2 2 2

3

2 2
4

x 1; y 1
x 2y

x 2; y 1
x 4xy 2y 6

4 25
x ; y4

x y 139 139
25

4 25
x ; yx 4xy 2y 6

139 139

  
   
       


     
         



Bài tập 2: Giải hệ phương trình: 
2 2

2 2

x(x y ) 10y (1)

2y(x y ) 3x (2)

  


 

Giải 

Xét x = 0  y = 0;  

Ta có: (x; y) = (0; 0) là một nghiệm. 

Xét x  0  y  0. Chia phương trình (2) cho phương trình (1) 
2 2

2 2

2y x y 3 x
. .

x x y 10 y






Đặt: 
x y 1

t
y x t
  

Ta có phương trình:  
2

2

4 2

2 t 1 3
     . t

t t 1 10

3t 17t 20 0

t 1

20
t

3






   

 

 


Với t = -1  x = -y 

Ta có hệ phương trình 
2 2 2x(x y ) 10y 2x 10

x y x y

    
 

    
         

hệ phương trình này vô nghiệm. 

Với 
20 20

t x y
3 3

   . 

Ta có hệ phương trình 
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2 2x(x y ) 10y

20
x y

3

  






 

Giải hệ phương trình này, ta được (x; y) là 

20 3 20 3
x x

818 818
;  

3 3
y 3 y

818 818

 
   

 
 
 

    

. 

Bài tập 3: Giải hệ phương trình: 

 
 
 

2 2

2 2

1x 3xy y 1
   

23x xy 3y 13

    


  
 

 Giải 

Nhân phương trình (1) với 13 rồi cộng với phương trình (2): 

Ta có phương trình:  

     16x
2
 - 40xy + 16y

2
 = 0 

 2t
2
 -5t + 2 = 0 với  x = ty (x, y  0) 

 t1 = 2; t2 = 
1

2
 

 x = 2y hoặc y = 2x. 
2 2x 3xy y 1

x 2y

    



 

Ta có hệ phương trình tương đương: 
2 2x 3xy y 1

y 2x

    



 

Xét hệ phương trình: 
 
 

2 2 3x 3xy y 1
   

4x 2y

    



 

Thế (4) vào (3) ta được: 

 
y 1

y 1




 
 

Hệ có nghiệm 

 

x 2

y 1

x 2

y 1

 



  


 

 

Xét hệ phương trình: 
 
 

2 2 5x 3xy y 1
   

6y 2x    

    



 

Thế (6) vào (5) ta được 

 
x 1

x 1




 
  

Hệ có nghiệm 

 

x 1

y 2

x 1

y 2

 



  


 

 

Bài tập 4: Giải hệ phương trình: 
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2

2 2

x 3xy 4

x 4xy y 1

  


  

Giải 

Nhân phương trình thứ hai với 4 rồi ttừ cho phương trình đầu: 

          4x
2
 -13xy + 3y

2
 = 0  4t

2
 -13t + 3 = 0, x =ty. 

       x = 3y hoặc y =4x. 

Hệ đã cho tương đương với: 
2

x 3y

y 3xy 4




 
hoặc 

2

y 4x

y 3xy 4




 

Xét hệ 
2

x 3y

y 3xy 4




 
hệ này vô nghiệm 

Xét hệ 
2

y 4x

y 3xy 4




 
  hệ này vô nghiệm. 

Bài tập 5: Giải hệphương trình: 
2 2

2 2

3x 8xy 4y 0

5x 7xy 6y 0

   


  

Giải 

Xét x = 0, suy ra: y = 0. Hệ này có nghiệm (x; y) = (0, 0)

Xét y ≠ 0.  

Đặt: x = ty. Ta có hệ phương trình tương đương: 

 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

3t y 8ty 4y 0
    

5t y 7ty 6y 0

y 3t 8t 4 0

y 5t 7t 6 0

   


  

   
 

  
2

2

3t 8t 4 0

5t 7t 6 0

   
 

  

t 2 

Với t = 2  x = 2y. 

Xét hệ 
2 2 x 2t3x 8xy 4y 0

, t Z
y tx 2y

    
  

 

Bài tập 6: Giải hệ phương trình: 
2 2

2 2

3x - 2xy + 2y = 7

x + 6xy -3y = -8





(I) 

Giải 

Xét y = 0 thì hệ (I)

2

2

3x = 7

x = -8


 


hệ vô nghiệm. 

Xét y 0 .  Đặt x = ty ta có hệ phương trình: 
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

3t y 2ty 2y 7
    

t y 6ty 3y 8

y (3t 2t 2) 7

y (t 6t 3) 8

   


   

   
 

   
2 2

2

3t 2t 2 t 6t 3 1
( )

7 8 y

   
  


2 224t 16t 16 7t 42t 21     
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231t 26t 5 0

5
t 1;  t

31

   

   
 

Với t = - 1 thì 7y
2
 = 7  y

2 
= 1 y = 1 hoặc y = -1  

Hệ có nghiệm 
x = -1

y = 1





 và 
x = 1

y = -1





 

Với t = 
5

31
 thi 

2
2 2

2 2

1687 31 31
y = 7 y = y =

31 241241
   

hoặc y =
-31

241
 

Hệ có nghiệm 

5
x =

241

31
y =

241








 và 

5
x = -

241

31
y = -

241








 

Vậy hệ phương trình đã cho có bốn nghiệm là: 

5 5
x = x = -

x = -1 x = 1 241 241
;  ;  ;  

y = 1 y = -1 31 31
y = y = -

241 241

 
    

   
   

  

 

5.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải các hệ phương trình sau: 

a) 

2 2

2 2

x -3xy + y = -1

3x - xy + 3y = 13





 b) 

2 2

2 2

3x -5xy - 4y = -3

9y +11xy -8x = 6





 c) 

2 2x + 2xy -3y = 0

x x + y y = -2





 

d) 

2 2

2 2

3x + 2xy + y = 11

x + 2xy + 3y = 17





 e) 

2 2

2 2

3x -8xy + 4y = 0

5x - 7xy - 6y = 0





 g) 

2

2 2

3x - 2xy = 160

x -3xy - 2y = 8





 

Bài tập 2: Giải và biện luận hệ phương trình theo tham số m:     

a) 

2 2

2 2

x 4y 17

x xy 4y m

  


  

   b) 

2

2 2

x xy 2

2x 4xy 2y m

  


  

 

Bài tập 3: Chứng tỏ rằng hệ dưới đây có nghiệm với mọi tham số m:   
2 2

2

x 4xy y m

y 3xy 4

   


 

 

Bài tập 4: Tìm m để hệ sau có 4 nghiệm phân biệt:      

   

   

2 2

2 2

x m 1 xy m 2 y m 1

x m 1 xy 2m 5 y m 1

      


     

 (m là tham số) 

Bài tập 5: Cho hệ phương trình:  
2 2 2

2

x 4xy y k

y 3xy 4

   


 

 (k là tham số) 

a) Giải hệ với k = 1. 

b) Chứng minh rằng hệ có nghiệm với mọi giá trị của k. 

Bài tập 6: Chứng tỏ rằng với mọi m , phương trình sau luông có nghiệm:  
2 2

2

x 3xy y m

2xy y 4

   

  

 (m là tham số) 

Bài tập 7: Giải hệ phương trình: 
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2 2

2 2

2x 3xy y 15

x xy 2y 8

   


  

Đáp số:    
11 11 11 11

,  ;  ,  - ;  2,  1 ;  2,  -1
14 14 14 14

   
    
   

Bài tập 8: Giải hệ phương trình: 
2 2

2 2

x 2xy 3y 9

2x 2xy y 2

   


  

Đáp số:    
3 8 3 8

,  ;  ,  - ;  1,  2 ;  1,  -2
17 14 14 14

   
    

  

Bài tập 9: Giải hệ phương trình: 
2 2

3 2 2 3

x y x y 5

x x y xy y 6

    


   

Đáp số: 
11 7 7 1

,  - ;  ,  -
6 6 4 4

   
   
   

Bài tập 10: Giải hệ phương trình: 
3 2

2 2 2 2

x 2y 4x 3 0

x x y 2y 0

    


  

(Đề thi HSG TP HCM 19 - 12 - 1995 vòng 1) 

Đáp số: (-1 , 1) 

Bài tập 11: Giải hệ phương trình:  
2 2

2

2x - xy + 3y = 13

x + 4xy - 2y = -6





Bài tập 13: Giải hệ phương trình:  
2 2

2 2

x - 6xy + 9y = 4

2x + 3xy + 5y = 10





Bài tập 14: Giải hệ phương trình: 
2 2

2 2

2x + 3xy + y = 12

2x + 4xy + y = 14





Bài tập 15: Giải hệ phương trình:  
2 2

2 2

x -3xy + 2y = 12

2x + xy -3y = 6





6. Hệ phƣơng trình bậc nhất ba ẩn: 

6.1. Kiến thức cơ bản: 

Phương trình bậc nhất ba ẩn có dạng tổng quát là:  

ax + by + cz = d 

trong đó x, y, z là ba ẩn; a, b, c, d là các hệ số và a, b, c không đồng thời bằng 0.

Hệ phương trình bậc nhất ba ẩn có dạng tổng quát là: 

                  

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

a x + b y + c z = d

a x + b y + c z = d

a x + b y + c z = d







(1) 

Trong đó x, y, z là ba ẩn; các chữ số còn lại là các hệ số. Mỗi bộ ba số (x0, y0, z0) là nghiệm đúng 

của cả ba phương trình của hệ được gọi là một nghiệm của hệ phương trình (4). 

Cách giải: 

Cách 1: Có  thể giải bằng phương pháp rút thế. Chọn một phương trình có hệ số gọn nhất để rút 

ra và thay vào các phương trình còn lại. 

Cách 2: Giải hệ phương trình bằng phương pháp cộng đại số.  

Cách 3: Giải hệ phương trình bằng phương pháp định thức cấp 3 SARRUS.  
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Tính định thức 

Định thức của hệ:   

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

D = a b c

a b c

 

Khai triển theo phương pháp SARRUS 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Định thức của x:   

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

d b c

D = d b c

d b c

 

Định thức của y: 

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a d c

D = a d c

a d c

 

Định thức của z: 

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b d

D = a b d

a b d

 

Khi D ≠ 0 thì hệ có nghiệm duy nhất tính bởi công thức CRAMER 

  

x

y

z

D
x =

D

D
y =

D

D
z =

D











 

Vậy phương trình có nghiệm (x, y, z). 

6.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải hệ phương trình: 

 

1
x 2y 2z

2

2x 3y 5z 2

4x 7y z 4


  


   

    



 (1) 

 Giải  

  Nhân hai vế của phương trình thứ nhất của hệ (1) với -2 rồi cộng vào phương trình thứ hai theo 

từng vế tương ứng, nhân hai vế của phương trình thứ nhất với 4 rồi cộng vào phương trình thứ ba 

theo từng vế tương ứng được hệ phương trình (đã khử ẩn x ở hai phương trình cuối). 
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1
x 2y 2z

2

y z 3

y 9z 2


  


   
   



. 

Tiếp tục cộng hai vế tương ứng của phương trình thứ hai và phương trình thứ ba của hệ mới nhận 

được, ta được hệ phương trình tương đương dạng tam giác 

         

1
x 2y 2z

2

y z 3

10z 5


  


   
  



. 

Ta dễ dàng giải ra được 

         
1 5 7

z ;  y= ;  x=-
2 2 2

        . 

Vậy nghiệm của phương trình  
7 5 1

x; y;z ;  ;  -
2 2 2

 
  
 

. 

Bài tập 2: Giải hệ phương trình: 















27z9y3x

8z4y2x

1zyx

(Đề thi lớp 10 chuyên Lê Hồng Phong TPHCM 1990-1991 Ban A) 

Giải 

Ta có: 

 
 
 3

2

1

    

27z9y3x

8z4y2x

1zyx















Lấy phương trình (2) - (1)   y + 3z = 7 

Lấy phương trình (3) - (2)   y + 5z = 19 

Giải hệ phương trình 

















6z

11y

19z5y

7z3y

Thay vào hệ phương trình  đã cho ta có: x = 6. 

 Nghiệm của hệ phương trình là (x, y, z) = (6, -11, 6) 

Bài tập 3: Giải hệ phương trình: 





















2

3
y

yx2

2

4z3y2

2x
yx2

3

Giải 

Ta có: 

 

 

 

3
+ x = 2     1

2x + y

2y - 3z = 4         2

2 3
- y =     3

2x + y 2









Đặt: t = 
yx2

3


thế vào (1) và (3) ta được:  
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4

1
x

1z
2

1
y

2

1
z2y3

4z3t3
























 

Suy ra  phương trình có nghiệm (x, y, z) = 







1- ,

2

1
 ,

4

1
 

Bài tập 4: Giải hệ phương trình: 

 














3xzy

1zyx

7zyx

 

 Giải 

Ta có: 

 
 
 3

2

1

  

3xzy

1zyx

7zyx















 

Lấy (1) + (2) ta có x = 4 

Lấy (2) + (3) ta có y = 2 

Lấy (1) + (3) ta có z = 5 

Suy ra hệ có nghiệm (x, y, z) = (4, 2, 5) 

Bài tập 5: Giải hệ phương trình: 

 














 5z5y5x

3z4y3x

1z3y2x

 

 Giải 

Ta có: 

 
 
 3

2

1

  

 5z5y5x

3z4y3x

1z3y2x















 

Lấy (2) - (1) ta được: y + z = 2 

Lấy (3) - (2) ta được: 2y +z = 2 

Ta có hệ phương trình 

 5x
2z

0y

2zy2

2zy


















 

Suy ra hệ có nghiệm (x, y, z) = (-5, 0, 2) 

Bài tập 6: Giải hệ phương trình: 

 














 czccyx

bzbbyx

azaayx

22

22

22

 

 Giải 

Ta có: 

 
 
 3

2

1

  

 czccyx

bzbbyx

azaayx

22

22

22















 

Lấy (1) - (2) ta được: (a - b)y + (a
2
 - b

2
)z = a

2
 - b

2
 

 y + (a + b)z = a+ b     (4) 

Lấy (2) - (3) ta được: (b - c)y +(b
2 
- c

2
)z = b

2
 - c

2
 

 y + (b + c)z = b+c       (5) 

Từ (4) và (5) ta có: 

      (a - c)z = a - c 

 z = 1  y = 0,  x = 0. 

Suy ra hệ có nghiệm (x, y, z) = (0, 0, 1) 

Bài tập 7: Giải hệ phương trình: 
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













 0zyx

2zyx

0zyx

Giải 

Ta có: 

 
 
 3

2

1

  

 0zyx

2zyx

0zyx















Lấy (1) - (2)  ta có: y = 2 

Lấy (2) + (3) ta có: x = 1 

Lấy (1) - (3)  ta có: z = 3 

Suy ra hệ có nghiệm (x, y, z) = (1, 2, 3)

Bài tập 8: Giải hệ phương trình:  















 8z4y3x

6z3y2x

3zyx

Giải 

Ta có: 

 
 
 3

2

1

  

 8z4y3x

6z3y2x

3zyx















Lấy (2) - (1) ta có: y + 2z = 3  (4) 

Lấy (3) - (2) ta có: y + z = 2  (5) 

Từ (4) và (5) ta có hệ phương trình: 

1x
1z

1y

2zy

3z2y



















Suy ra hệ có nghiệm (x, y, z) = (1, 1, 1)

Bài tập 9: Giải hệ phương trình: 















 61z5y4x3

12z4y3x2

8z3y2x

Giải 

Giải bằng phương pháp cộng đại số. 

Suy ra nghiệm của hệ phương trình là (x, y, z) = (1, 2, 1).

Bài tập 10: Cho hệ phương trình: 















 3mzyx

2zmyx

1zymx

Tìm giá trị m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

Giải 

Hệ phương trình có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi 

1m

0)1m(

01m2m

0

m11

1m1

11m

D     

2

2









Bài tập 11: Giải hệ phương trình: 
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













 4zmyx

3zmyx

2zyx

2

 

Tìm giá trị m để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

 Giải 

Hệ phương trình có nghiệm duy nhất khi và chỉ khi  

1m

0)1m()1m(

0

m11

1m1

111

D     

2

2







 

Bài tập 12: Giải hệ phương trình: 

 
























1
zy

5

1
zx

4

1
yx

3

 

 Giải 

Hệ phương trình được viết lại là: 

 

 
 
 3

2

1

  

5xz

zy

3yx















 

Lấy (2) - (1) ta có: z - x = 2 

Kết hợp với (3) ta có hệ phương trình: 

 2y
3z

1x

2xz

4xz


















 

Thay vào hệ phương trình có nghiệm y = 2. 

Suy ra hệ có nghiệm (x, y, z) = (1, 2, 3) 

Bài tập 13: Giải hệ phương trình: 

 














 yxz

xzy

zyx

 

 Giải 

Nhận thấy vai trò x, y, z là giống nhau, do đó nếu có nghiệm thì x = y = z. 

Thật vậy: x = 2x  x = 0 

  x = y = z = 0. 

Suy ra hệ có nghiệm (x, y, z) = (0, 0, 0) 

Bài tập 14: Giải hệ phương trình:  

 














 3xz

2zy

1yx

 

 Giải 

Ta có: 

 

 
 
 3

2

1

  

 3xz

2zy

1yx














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Lấy (1) + (3) ta có: x = 1. 

Thay vào hệ phương trình, suy ra: y = 0, z = 2. 

Suy ra hệ có nghiệm (x, y, z) = (1, 0, 2) 

Bài tập 15: Giải hệ phương trình: 

 
 
 3

2

1

   

7zyx

zx

2yx















Giải 

(3)  y + 2x = 7 

(1)  x + y = 2 

Lấy (3) + (1)  x = 3 

Thay vào hệ phương trình 

Suy ra hệ có nghiệm (x, y, z) = (3, 1, 3)

Bài tập 16: Giải hệ phương trình: 















 4zyx

3zx

1yx

Giải 

Lấy (3) - (2)  y = 1 

Thay vào phương trình (1)  x = 2. 

Thay vào phương trình (2)  z= 1 

Suy ra:   (x, y, z) = (2, 1, 1) 

6.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho hệ phương trình: 















22

32

32

3mmm53zyx

m2mm4z2yx

mmm3zyx

(m là tham số) 

Tìm m để hệ phương trình có nghịêm. 

Đáp số: Mọi m  R. 

Bài tập 2: Giải hệ phương trình: 















02zy2x3

26z3yx2

28z3y2x

Đáp số: (x; y; z) = (2, 4, 6) 

Bài tập 3: Cho hệ phương trình: 















 1-2mzyxm

m4zmyx

1mmzmxy

22

3

(m là tham số) 

Giá trị m để hệ phương trình có nghiệm (x, y, z) thoả mãn: x + y + z = 6.
 

Đáp số: m = 0. 

Bài tập 4: Cho hệ phương trình sau: 















1azyx

azayx

azyax 2

(a là tham số) 

Tìm a để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

Đáp số: a ≠ 1 và a ≠ -2. 

Bài tập 5: Giải và biện  luận phương trình sau theo tham số a. 
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













 azayaxa

azayaax

azaayx

3432

232

2

 (a là tham số) 

Đáp số: Vô nghiệm. 

Bài tập 6: Giải hệ phương trình  

 

x + ay + bz = a

x + b + az = b

x + y + 1- a - b z = 1 








  (a, b là hằng số) 

Đáp số: (x; y; z) = (0, 1, 0). 

Bài tập 7: Cho hệ phương trình: 















2mmyx

mzyx

1zyx

 (m là tham số) 

Tìm m để hệ phương trình có nghiệm (x, y, z) đều là số nguyên 

Đáp số: m = 2k + 1, (k  Z). 

Bài tập 8: Tìm m để hệ phương trình: 















243

32

2

mzmymx

mzmymx

1zmmyx

 (m là tham số) 

có nghiệm x, y, z thoả mãn: x + y+ mz = 3 

Đáp số: Không tồn tại m. 

Bài tập 9: Cho hệ phương trình: 















3znyx

2zynx

1zynx

3

2  (n là tham số) 

Tìm n để hệ phương trình có nghiệm duy nhất. 

Bài tập 10: Cho hệ phương trình: 















3z5y4x3

2z3y2x

1z)m31(y)m21(x)m1(

 (m là tham số) 

Tìm m để hệ phương trình vô nghiệm. 

Đáp số: m = 0.  

 

7. Hệ phƣơng trình hoán vị vòng quanh: 

7.1. Kiến thức cơ bản: 

Xét hệ phương trình ba ẩn dạng: 

 

 

 

x f y

y f z

z f x









 (f là hàm số) 

Dựa vào tính chất của hàm số f(x) (ví dụ: Tính đồng biến, nghịch biến, ...) để chứng minh x = y = 

z.  

Giải phương trình f(x), từ đó tìm ra nghiệm của hệ đã cho. 

7.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải hệ phương trình:  
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x y 1

y z 1

z x 1

  


 


 

Giải 

Điều kiện: x, y, z  0. 

Đưa hệ phương trình về dạng: 

x y 1

y z 1

z x 1

  


 


 

Do vai trò bình đẳng trong hoán vị vòng quanh của x, y, z trong hệ trên, nên có thể giả sử:

x = min{x, y, z} 

Vì x  y, x  z nên y 1 z 1; y 1 x 1      hay y  z; y  x. 

Tức là y = min{x, y, z} = x. 

Suy ra x = y = z. 

Từ đó ta được phương trình: 

   

 

2

2

     x x 1 x x 1

x x 1 ,  x 1

3 5
x 3x 1 x ,  x 1

2

    

   


     

Vậy nghiệm của hệ đã cho là 
3 5 3 5 3 5

;  ;  
2 2 2

   
  
 

. 

Bài tập 2: Giải hệ phương trình sau: 
3 2

3 2

3 2

x 3x 2x 5 y

y 3y 2y 5 z

z 3z 2 5 x

    


   


   

Giải 

Do vai trò bình đẳng trong hoán vị vòng quanh của x, y, z trong hệ trên, nên có thể giả sử: 

x = max{x, y, z} 

Vì y  x nên  

  

3 2

3 2

2

     x 3x 2x 5 x

x 3x x 5 0

x 1 x 4x 5 0

   

    

    

Vì x
2
 + 4x + 5 = (x + 2)

2
 + 1 > 0 nên x  1 

Mà z  x nên z  1. 

Lập luận ngược lại quá trình trên ta được 

    (z - 1)(z
2
 + 4z + 5)  0 

 z
3
 + 3z

2
 + 2z - 5  z  x  z. 

Do đó: x = z. 

Suy ra: x = y = z. 

Từ đó, ta được phương trình: 

  

3 2

2

      x 3x x 5 0

x 1 x 4x 5 0

x 1

   

    

 
Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x; y; z) = (1; 1; 1).

Bài tập 3: Giải hệ phương trình sau: 
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3 2

3 2

3 2

y 6x 12x 8 0

z 6y 12y 8 0

x 6z 12z 8 0

    


   


   

 

 Giải 

Hệ phương trình đã cho được viết lại như sau: 

 

3 2

3 2

3 2

y 6x 12x 8

z 6y 12y 8

x 6z 12z 8

   


  


  

 

Vì y
3
 = 6(x - 1)

2
 + 2  2 nên y 3 2  

Tương tự z, x 3 2 . 

Xét hàm số: f(t) = 6t
2
 + 12t - 8, t 3 2 . 

Tương tự như bài tập 3, ta chứng minh được hàm f đồng biến. 

Hệ đã cho được viết lại dưới dạng: 

 

 

 

 

3

3

3

y f x

z f y

x f z

 







 

Ta xét hai trường hợp sau: 

Trường hợp 1: x  y. 

Vì f là hàm đồng biến nên f(x)  f(y) hay y
3
  z

3
. Do đó y  z. 

Suy ra f(y)  f(z) hay z
3
  x

3
. Do đó z  x. 

Khi đó: x  y  z  x. 

Suy ra: x = y = z. 

Từ đó ta được phương trình: 

 x
3
 - 6x

2
 + 12x - 8 = 0  (x  - 2)

3
 = 0  x = 2. 

Trường hợp 2: x < y. 

Chứng minh tương tự, ta được x < y < z < z (loại) 

Vậy nghiệm của hệ đã cho là (x; y; z) = (2; 2; 2). 

Bài tập 4: Giải hệ phương trình: 

 

3 2

3 2

3 2

x x x 2 y

y y y 2 z

z z z 2 x

    


   


   

 (3) 

 Giải 

  Ta có thể nhận xét bài toán này giống như lời giải bài tập 2. Tuy nhiên ta có thể giải theo một 

cách khác bằng cách xét hàm số sau: 

Xét hàm số: f(t) = t
3
 + t

2
 + t - 2, t  R. 

Thật vậy, với hai số t1, t2 bất kỳ, ta có: 

 
   

      2 2 21 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

f t f t 1
t t t t t t 1 t t t 1 t 1 0

t t 2


            


 

Hệ đã cho được viết dưới dạng 

 

 

 

 

y f x

z f x

x f z









 

Ta xét hai trường hợp sau: 

Trường hợp 1: x  y. 

Vì f là hàm đồng biến nên f(x)  f(y) hay y  z. 

Suy ra f(y)  f(z) hay z  x. 
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Khi đó: x  y  z  x 

Suy ra: x = y = z. 

Từ đó ta được phương trình: 

     x
3
 + x

2
 + x - 2 = x  x

3
 + x

2
 - 2 = 0 

 (x - 1)(x
2
 + 2x + 2) = 0  x = 1, (Vì x

2
 + 2x + 2 = (x + 1)

2
 + 1 > 0) 

Trường hợp 2: x < y. 

Chứng minh tương tự, ta có: x < y < z < x (loại) 

Vậy nghiệm của hệ phương trình đã cho là (x; y; z) = (1; 1; 1). 

7.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải hệ phương trình sau:  

xy 6
=

x + y 5

yz 4
=

y + z 3

xz 12
=

x + z 7











Bài tập 2: Giải hệ phương trình sau:  

x(y - z) = -4

y(z - x) = 9

z(x + y) = 1







Bài tập 3: Giải hệ phương trình sau: 

xyz 24
=

x + y 5

xyz 24
=

y + z 5

xyz
= 4

x + z











Bài tập 4: Giải hệ phương trình sau:  
3 2

3 2

3 2

2x +1 = y + y + y

2y +1 = z + z + z

2z +1 = x + x + x







Bài tập 5: Giải hệ phương trình sau:  

x + y = 1

y + z = 2

z + t = 3

t + p = 4

p + q = 5

q + r = 6

r + x = 7













Bài tập 6: Giải hệ phương trình sau:  
3 2

3 2

3 2

x 9y 27y 27 0

y 9z 27z 27 0

z 9x 27x 27 0

    


   


   

Bài tập 7: Giải hệ phương trình sau:  
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4

4

4

x 16y 8 0

y 16z 8 0

z 16x 8 0

   


  


  

 

Bài tập 8: Giải hệ phương trình sau:  

x y 4z 1

y z 4x 1

z x 4y 1

   


  


  
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CHUYÊN ĐỀ 16 

GIẢI BÀI TOÁN BẰNG CÁCH LẬP PHƢƠNG TRÌNH 

Cách giải: 

Cách giải bài toán bằng cách lập phương trình: Gồm 3 bước:

Bước 1: Lập phương trình. 

Chọn ẩn và tìm điều kiện cho ẩn (chọn ẩn là các đại lượng bài toán yêu cầu)

Biểu diễn các đại lượng  khác qua ẩn. 

Lập phương trình. 

Bước 2: Giải phương trình.

Bước 3: Nhận định kết quả. 

Đối chiếu với điều kiện bài toán. 

Nếu kết quả có chứa tham số thì phải biện luận. 

Các dạng toán cơ bản: 

Dạng 1: Dạng toán chuyển động. 

Dạng 2: Dạng toán liên quan tới các kiến thức hình học.

Dạng 3: Dạng toán công việc làm chung, làm riêng.

Dạng 4: Dạng toán chảy chung, chảy riêng của vòi nước.

Dạng 5: Dạng toán tìm số. 

Dạng 6: Dạng toán sử dụng các kiến thức vật lý, hoá học.

Dạng 7: Bài toán dân số, phần trăm. 

1. Dạng 1: Toán chuyển động: 

1.1. Kiến thức cơ bản: 

Bài toán chuyển động thường gặp: Chuyển động cùng chiều, ngược chiều, chuyển động trên 

dòng sông, ... 

Cách giải:  

Gọi s, t, v: Lần lượt là quãng đường, thời gian, vận tốc. 

Quãng đường: s = v.t. 

Vận tốc: 
s

v =
t

. 

Thời gian: 
s

t =
v

. 

Các dạng cơ bản: 

(1) Chuyển động cùng chiều: 

Hai xe chuyển động cùng chiều trên cùng một quãng đường, đến khi gặp nhau: 

Quãng đường xe 1 đi = Quãng đường xe 2 đi.

Nếu hai xe cùng xuất phát, mà ô tô 1 đến trước ô tô 2 là t giờ: 

Thời gian xe 2 đi - Thời gian xe 1 đi = t 

(2) Chuyển động ngược chiều: 

Hai xe chuyển động ngược chiều trên cùng một quãng đường đến chỗ gặp nhau: 

Quãng đường xe 1 đi + Quãng đường xe 2 đi = s 

(3) Chuyển động trên dòng nước: 

vxuôi dòng = vriêng + vnước

vngược dòng = vriêng - vnước 

(4) Chuyển động trên cùng một đường tròn: 

Hai vật xuất phát từ một điểm sau thời gian t thì gặp nhau:

Chuyển động cùng chiều: 

Độ dài s của đường tròn: s = t(v1 - v2), (với v1, v2 là vận tốc của hai vật, v1 > v2) 

Chuyển động ngược chiều: 

Độ dài s của đường tròn: s = t(v1 + v2), (với v1, v2 là vận tốc của hai vật) 

1.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Từ hai điểm A và B cách nhau 24 km. Hai ôtô xuất phát từ A và B cùng một lúc và 

sau đó gặp nhau. Sau 16 phút khởi hành thì ôtô thứ nhất gặp ôtô chạy ngược chiều. Nhưng sau 4 

phút, ôtô thứ hai chạy từ B gặp ô tô thứ nhất. Xác định vận tốc của xe xuất phát từ A.  
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 Giải 

Gọi khoảng cách đi từ A đến chỗ gặp nhau là: x(m) ( 0 < x < 24). 

Khoảng cách từ B đến chỗ gặp nhau là: 24 - x (m). 

Vận tốc của xe đi từ A là 
15x

4
 (vì 16 phút = 

4

15
 giờ) 

Vận tốc của xe đi từ B là 15.(24 - x) (vì 4 phút = 
1

15
 giờ) 

Thời gian hai xe gặp nhau là  

 
 24 x 4

15x


 và 

x

15(24 - x)
 

Ta có phương trình: 

     
 24 x 4

15x


= 

x

15(24 x)
 

  (x - 16)(x - 48) = 0 

  
 

x 16

x 48   lo¹i





 

Vậy vận tốc xe đi từ A là 60km/h. 

Bài tập 2: Hai máy bay bay cùng một lúc bay đến một điểm cách đó 1600km.  Vận tốc của một 

trong hai máy bay nhỏ hơn máy bay kia là 80km cho nên đén địa điểm muộn hơn 1 giờ. Tìm vận 

tốc của máy bay bay nhanh. 

 Giải 

Gọi x(km/h) là vận tốc của máy bay bay  nhanh hơn, (x > 80). 

Theo bài ra ta có:  

 
1600 1600

1
x 80 x

 


 

        x
2
 - 80x - 128000 = 0 

 
 

x 400

x 320   lo¹i




 
 

Suy ra vận tốc máy bay bay nhanh hơn là 400km/h. 

Bài tập 3: Một Ô tô đi từ A đến B cùng một lúc, Ô tô thứ hai đi từ  B về A  với vận tốc bằng 
3

2
 

vận tốc Ô tô thứ nhất. Sau 5 giờ chúng gặp nhau. Hỏi mỗi Ô tô đi cả quãng đường AB  mất bao 

lâu. 

 Giải 

Gọi thời gian ô tô đi từ A đến B là x (h), (điều kiện: x > 0); 

Ta có vận tốc Ô tô đi từ A đến B là : 
AB

x
 (km/h);  

Vận tốc  Ô tô đi từ B về A là: 
3

2 AB

x
 (km/h); 

Sau 5 giờ Ô tô đi từ A đến B đi được quãng đường là 5.
AB

x
 (km); 

Sau 5 giờ Ô tô đi từ B đến A đi được quãng đường là 5.
3

2
.
AB

x
 (km); 

Vì sau 5 giờ chúng gặp nhau do đó ta có phương trình:  

5.
AB

x
 + 5.

3

2
. 

AB

x
 = AB 

Giải phương trình ta được: x = 
3

25
.  

Vậy thời gian Ô tô đi từ A đến B là 
3

25
, thời gian Ô tô đi từ B đến A là 

2

25
.    
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Bài tập 4: Một Ô tô du  lịch đi từ A đến C. Cùng lúc từ địa điểm B nằm trên đoạn AC có một Ô 

tô vận tải cùng đi đến C.  Sau 5 giờ hai Ô tô gặp nhau tại C. Hỏi Ô tô du lịch đi từ A đến B mất 

bao lâu,  biết rằng  vận tốc  của Ô tô tải bằng 
5

3
vận tốc của Ô tô du lịch. 

Giải 

Gọi thời gian ô tô du lịch đi từ A đến B là x (h), (Điều kiện: 0 < x < 5). 

Ta có thời gian ô tô du lịch đi từ B đến C là (5 – x) (h). 

Vận tốc xe ô tô du lịch là: 
BC

5 - x
(km/h). 

Ta có vận tốc xe tải là: 
BC

5
(km/ h). 

Vì vận tốc  của Ô tô tải bằng 
5

3
vận tốc của Ô tô du lịch, nên ta có phương trình:  

BC

5
= 

5

3
.

BC

5 - x
Giải phương trình ta được: x = 2.  

Vậy Ô tô du lịch đi từ A đến B mất 2 giờ.   

Bài tập 5: Đường sông từ thành phố A đến thành phố B ngắn hơn đường bộ 10 km để đi từ thành 

phố  A đến thành phố B  Ca nô đi hết 3  giờ 20  phút Ô tô  đi hết 2 giờ.Vận tốc Ca nô kém vận 

tốc Ô tô 17 km /h. Tính vận tốc  của Ca nô. 

Giải 

Gọi vận tốc của ca nô  là x (km/h). (Điều kiện: x > 0).

Ta có vận tốc của Ô tô là  x + 17 (km/h). 

Ta có chiều dài quãng đường sông AB là: 
3

10
x (km);  

chiều dài quãng đường bộ AB là: 2( x + 17 ) (km). 

Vì đường sông từ thành phố A đến thành phố B ngắn hơn đường bộ 10 km do đó ta có phương 

trình: 

2( x + 17 ) - 
3

10
x =10 

Giải phương trình trên, ta được x = 18 (km/h). 

Vậy vận tốc của Ca nô là: 18 km/h. 

Bài tập 6: Một người  đi xe đạp từ tỉnh A đến tỉnh B cách nhau 50 km. Sau đó 1 giờ 30 phút một 

người đi  xe  máy cũng đi từ A và đến B  sớm hơn 1 giờ. Tính vận tốc  của  mỗi xe, biết rằng vận 

tốc xe máy gấp  2,5  lần  vân tốc xe đạp. 

Giải 

Gọi vận tốc của người đi xe đạp  là x (km/h), (Điều kiện: x > 0).

Ta có vận tốc của người đi xe máy là 2,5x (km/h). 

Thời gian người đi xe đạp đi từ A đến B là 
50

x
(h);  

Thời gian người đi xe máy đi từ A đến B là 
50

2,5x
(h). 

  Vì người đi xe máy đi sau 1 giờ 30 phút và đến B sớm hơn 1 giờ so với người đi xe đạp do đó ta 

có phương trình: 

50

x
- 

50

2,5x
= 2,5  

Giải phương trình trên, ta được x = 12 (km/h). 

Vậy vận tốc của người đi xe đạp là 12 km/h, vận tốc của người đi xe máy là 30 km/h. 

Bài tập 7: Một người đi xe máy từ A đến B với  vân tốc trung bình 30 km/h. Khi  đến B  người 

đó nghỉ 20 phút  rồi quay trở về A  với vận tốc trung bình 25 km/h. Tính quãng đường AB, biết 

thời gian cả đi và về là 5 giờ 50 phút. 

Giải 

Gọi chiều dài của quãng đường AB là x (km), (Điều kiện: x > 0). 
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Thời gian người đi xe máy đi từ A đến B là 
x

30
 (h);  

Thời gian người đi xe máy đi từ B đến A là 
x

25
 (h) 

Vì người đi xe máy nghỉ tại B  20 phút và tổng thời gian cả đi và về là là 5 giờ 50 phút do đó ta 

có phương trình: 

x

30
 + 

x

25
+ 

3

1
 = 5

6

5
 

Giải phương trình trên, ta được:  x = 75 (km/h). 

Vậy độ dài quãng đường AB là 75 km/h. 

Bài tập 8: Một  Ô tô dự định đi từ tỉnh A đến tỉnh B với vận tốc trung  bình  40 km/ h. Lúc đầu ô 

tô đi với vận tốc đó, khi  còn 60 km nữa thì được nửa quãng đường AB, người lái xe tăng thêm 

vân tốc 10 km/h trên quãng đường  còn lại,  do đó Ô tô đến B sớm  hơn 1 giờ so với dự định. 

Tính quãng đường AB. 

 Giải 

Gọi chiều dài của quãng đường AB là x (km), (Điều kiện: x > 0).  

(Ta chỉ xét quãng đường BC khi vận tốc thay đổi) 

Ta có thời gian dự định đi hết quãng đường BC là 

x
+ 60

2

40
 (h) 

Thời gian Ô tô thực đi trên quãng đường BC sau khi tăng vận tốc thêm 10 km/h là: 

x
+ 60

2

50
 

Vì sau khi người lái xe tăng thêm vân tốc 10 km/h trên quãng đường  còn lại,  do đó Ô tô đến B 

sớm  hơn 1 giờ so với dự định do đó ta có phương trình: 

x
+ 60

2

40

x
+ 60

2

50
= 1 

Giải phương trình trên, ta được: x = 280 km. 

Vậy quãng đường AB dài 280 km. 

Bài tập 9: Một  Ô tô dự định đi từ A đến B trong thời gian nhất định nếu xe chạy  với vận tốc 35 

km/h thì đến  chậm mất 2 giờ. Nếu xe chạy với vận tốc 50 km/h thì đến sớm  hơn 1 giờ. Tính 

quãng đường AB và thời gian dự định đi lúc đầu. 

 Giải 

Gọi chiều dài của quãng đường AB là x (km), (Điều kiện: x > 0). 

Thời gian xe chạy với vận tốc 35 km/h là 
x

35
 (h); Thời gian xe chạy với vận tốc 50 km/h là 

x

50
 

(h). 

Theo bài ra ta có phương trình:  

x

35
 - 2 = 

x

50
 + 1 

Giải phương trình trên, ta được x = 350 km. 

Vậy thời gian dự định là 
35

350
 - 2 = 8 (giờ), quãng đường AB là 350 km. 

Bài tập 10: Một chiếc thuyền khởi hành từ bến sông A, sau 5 giờ 20 phút một ca nô  chạy từ bến 

sông A đuổi theo và gặp thuyền cách bến A 20 km. Hỏi vận tốc của thuyền, biết rằng ca nô chạy 

nhanh hơn thuyền 12 km/h. 

 Giải 

Gọi vận tốc của của thuyền là x (km/h), (Điều kiện: x > 0). 

Ta có vận tốc của ca nô là x + 12 (km/h). 

Thời gian thuyền đi hết quãng đường 20 km là: 
20

x
 ( h). 
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Thời gian Ca nô đi hết quãng đường 20 km là: 
20

x +12
( h). 

Vì sau 5 giờ 20 phút một Ca nô  chạy từ bến sông A đuổi theo và gặp thuyền cách bến A 20 km, 

do đó ta có phương trình:  

20

x
- 

20

x +12
= 

3

16

Giải phương trình: x
2
 + 12x – 45 = 0.  

Ta được x = 3 (km/h). 

Vậy vận tốc của Ca nô là 15 km/h. 

Bài tập 11: Quãng đường AB dài 270 km. Hai Ô tô khởi hành cùng một lúc đi từ A đến B. Ô tô 

thứ nhất chạy nhanh hơn Ô tô thứ  hai 12 km/h, nên đến trước Ô tô thứ hai 40 phút. Tính vận tốc 

của mỗi Ô tô. 

Giải 

Gọi vận tốc của Ô tô thứ nhất là x (km/h), (Điều kiện: x > 12)

Ta có vận tốc của Ô tô thứ hai là x - 12 (km/h). 

Thời gian Ô tô thứ nhất đi hết quãng đường AB là: 
270

x
( h). 

Thời gian Ô tô thứ  hai đi hết quãng đường AB là: 
270

x -12
( h). 

Vì  hai Ô tô cùng xuất phát và Ô tô thứ nhất đến B trước Ô tô thứ hai là 40 P nên ta có phương 

trình: 

270

x -12
- 

270

x
= 

3

2

Giải phương trình trên, ta được x = 6+12 34 . 

Vậy vận tốc của Ô tô thứ nhất 6+12 34 km/h, Ô tô thứ hai là 12 34 - 6  km/h. 

Bài tập 12: Một tàu thuỷ chạy trên một khúc sông dài 80 km, cả đi và về mất 8 giờ 20 phút. Tính 

vận tốc của tàu thuỷ khi nước yên lặng, biết rằng  vận tốc của  dòng  nước là 4 km/h. 

Giải 

Gọi vận tốc của tàu thuỷ khi nước yên lặng là x (km/h), (Điều kiện: x > 4).

Vận tốc tàu thuỷ khi đi xuôi dòng: x + 4 (km/h). 

Vận tốc tàu thuỷ khi đi ngược dòng: x - 4 (km/h). 

Thời gian tàu thuỷ đi xuôi dòng là: 
80

x + 4
(h), Thời gian Tàu thuỷ đi ngược dòng là: 

80

x - 4
(h). 

Vì tổng thời gian cả xuôi dòng và ngược dòng là 8 giờ 20 phút do đo ta có phương trình:   

80

x + 4
+ 

80

x - 4
=

3

25

Giải phương trình trên, ta  được: x = 20 (km/h). 

Vậy vận tốc tàu thuỷ khi nước yên lặng là: 20 km/h. 

Bài tập 13: Hai Ca nô khởi hành cùng một lúc và chạy từ bến sông A đến bến sông B Ca nô I 

chạy với vận tốc 20 km/h, Ca nô II chạy với vận tốc 24 km/h. Trên đường đi Ca nô II dừng lại 40 

phút, sau đó tiếp tục chạy với vận tốc  như  cũ. Tính chiều dài quãng sông AB, biết rằng hai Ca 

nô đến B cùng một lúc. 

Giải 

Gọi chiều dài quãng sông A B là x (km), (Điều kiện: x > 0). 

Ta có thời gian Canô I  chạy từ A đến B là: 
x

20
(h),  

Ta có thời gian Canô II  chạy từ A đến B là: 
x

24
(h). 

Trên đường đi Ca nô II dừng lại 40 phút và cùng đến B do đó ta có phương trình:  

x

20
- 

x

24
=  

3

2

Giải phương trình trên, ta được x = 80 km.            
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Vậy quãng đường AB là 80km. 

Bài tập 14: Hai Ô tô khởi hành cùng một lúc từ địa điểm  A đến địa điểm B dài 240 km. Mỗi giờ 

Ô tô thứ nhất chạy chanh hơn Ô tô thứ hai 12 km/h nên đến địa điểm B trước Ô tô thứ hai là 100 

phút. Tính vận tốc  của mỗi Ô tô. 

 Giải 

Gọi vận tốc của Ô tô thứ hai là x (km/h), (Điều kiện: x > 0). 

Ta có vận tốc của Ô tô thứ nhất là x + 12 km/h. 

Thời gian Ô tô thứ hai đi hết quãng đường AB là: 
240

x
 (h). 

Thời gian Ô tô thứ nhất đi hết quãng đường AB là: 
240

x +12
 (h). 

Vì Ô tô thứ nhất đến địa điểm B trước Ô tô thứ hai là 100 phút do đó ta có phương trình:  

240

x
 - 

240

x +12
 = 

3

5
 

Giải phương trình trên, ta được x= 36 km/h.                

Vậy vận tốc của Ô tô thứ nhất 48 km/h, Ô tô thứ hai là 36 km/h. 

Bài tập 15: Một Ca nô  xuôi dòng 42 km rồi ngước dòng trở lại 20 km  hết tổng cộng 5 giờ. Biết 

vận tốc của dòng chảy là 2 km/h. Tính vận tốc của Ca nô lúc dòng nước yên lặng. 

 Giải 

Gọi vận tốc của Ca nô khi nước yên lặng là x (km/h), (Điều kiện: x > 2). 

Vận tốc Ca nô khi đi xuôi dòng: x + 2 (km/h). 

Vận tốc Ca nô khi đi xuôi dòng: x - 2 (km/h). 

Thời gian Ca nô đi xuôi dòng là: 
42

x + 2
 (h). 

Thời gian Ca nô đi ngược dòng là: 
20

x - 2
 (h). 

Vì tổng thời gian cả xuôi dòng và ngược dòng là 5 giờ do đó ta có phương trình:  

42

x + 2
 + 

20

x - 2
= 5. 

Giải phương trình: 5x
2
 - 62x + 24 = 0. 

Ta được: x = 12 (km/h).        

Vậy vận tốc Ca nô khi nước yên lặng là: 12 km/h. 

1.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Một ôtô và xe máy xuất phát cùng một lúc, đi từ địa điểm A đến địa điểm B cách nhau 

180 km . Vận tốc của ôtô lớn hơn vận tốc của xe máy  là 10 km/h , nên ôtô đã đến B trước xe 

máy 36 phút. Tính vận tốc của mỗi xe.. 

Bài tập 2: Hai người đi xe máy khởi hành cùng một lúc từ A đến B dài 75 km . Người thứ nhất 

mỗi giờ đi nhanh hơn người thứ  hai  5 km/h nên đến B sớm hơn người thứ hai 10 phút. Tính vận 

tốc của mỗi người. 

Bài tập 3:  Khoảng cách giữa 2 thành phố A và B là 180 km. một ô tô đi từ A đến B, nghỉ 90 

phút ở B rồi lại từ B về A. Thời gian từ lúc đi dến lúc trở về A là 10 giờ. Biết vận tốc lúc về kém 

vận tốc lúc đi là 5 km/h. Tính vận tốc lúc đi của ô tô. 

Bài tập 4:  Hai ô tô khởi hành cùng một lúc trên quãng đường từ A đến B dài 120 km. Mỗi giờ ô 

tô thứ nhất chạy nhanh hơn ô tô thứ hai 10 km nên đến b trước ô tô thứ hai là 2/5 giờ. Tính vận 

tốc của mỗi xe.  

Bài tập 5:  Một người đi xe đạp từ A đến B cách nhau 108 km. Cùng lúc đó một ô tô khởi hành 

từ B đến A với vận tốc hơn xe đạp 18 km/h. Sau khi 2 xe gặp nhau, xe đạp phải đi mất 4 giờ nữa 

mới tới B. Tính vận tốc mỗi xe? 

Bài tập 6: Một ô tô đi trên quãng đường dài 520 km. Khi đi được 240 km thì ô tô tăng vận tốc 

thêm 10 km/hvà đi hết quãng đường còn lại. Tính vận tốc ban đầu của ô tô, biết thời gian đi hết 

quãng đường là 8 giờ. 

Bài tập 7: Một người dự định đi từ A đến B cách nhau 36 km trong một thời gian nhất định. Đi  

được nửa đường, người đó nghỉ 18 phút nên để đến B đúng hẹn phải tăng vận tốc 2 km/h. Tính 

vận tốc ban đầu. 
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Bài tập 8: Một chiếc thuyền khởi hành từ bến sông A. Sau đó 5 giờ 20 phút, một ca nô cũng 

khởi hành từ A đuổi theo và gặp thuyền cách bến A 20 km. Tim Vận tốc của thuyền, biết vận tốc 

ca nô nhanh hơn thuyền là 12 km/h. 

Bài tập 9: Một ô tô dự định đi từ A đến B với vận tốc 40 km/h. Khi còn cách trung điểm quãng 

đường 60 km thì xe tăng vận tốc thêm 10 km/h nên đã đến B sớm hơn dự định là 1 giờ. Tính 

quãng đường AB. 

Bài tập 10: Một canô xuôi dòng 30 km rồi ngược dòng 36 km. Vận tốc canô xuôi dòng lớn hơn 

vận tốc canô ngược dòng 3km/h. Tính vận tốc canô lúc ngược dòng. Biết rằng thời gian canô lúc 

ngược dòng lâu hơn thời gian xuôi dòng 1 giờ.  

Bài tập 11: Quãng đường Hải Dương – Thái Nguyên dài 150km. Một ô tô đi từ Hải Dương đến 

Thái Nguyên rồi nghỉ ở Thái Nguyên  4 giờ 30 phút , sau đó trở về Hải Dương hết tất cả 10 giờ. 

Tính vận tốc của ô tô lúc đi . Biết vận tốc lúc về nhanh hơn vận tốc lúc đi 10km/h. 

Bài tập 12: Một ca nô xuôi dòng từ bến sông A đến bến sông B cách nhau 24 km; cùng lúc đó, 

cũng từ A về B một bè nứa trôi với vận tốc dòng nước là 4 km/h. Khi đến B ca nô quay lại ngay 

và gặp bè nứa tại địa điểm C cách A là 8 km. Tính vận tốc thực của ca nô. 

Bài tập 13: Một chiếc thuyền đi trên dòng sông dài 50 km. Tổng thời gian xuôi dòng và ngược 

dòng là 4 giờ 10 phút. Tính vận tốc thực của thuyền, biết rằng một chiếc bè thả nổi phải mất 10 

giờ mới xuôi hết dòng sông. 

Bài tập 14: Hai canô cùng khởi hành một lúc và chạy từ bến A đến bến B. Canô I chạy với vận 

tốc 20 km/h, canô II chạy với vận tốc 24km/h. Trên đường đi, canô II dừng lại 40 phút, sau đó 

tiếp tục chạy với vận tốc như  cũ. Tính chiều dài khúc sông AB, biết rằng 2 canô đến bến B cùng 

một lúc. 

Bài tập 15: Hai người đi xe máy cùng khởi hành một lúc từ Hà Nội và Hải Dương ngược chiều 

nhau, sau 40 phút họ gặp nhau. Tính vận tốc của mỗi người, biết rằng vận tốc người đi từ HN 

hơn vận tốc người đi từ HD là 10km/h và quãng đường Hà Nội - Hải Dương dài 60km. 

Bài tập 16: Hai người đi xe đạp cùng xuất phát một lúc đi từ A đến B dài 30 km, vận tốc của họ 

hơn kém nhau 3 km/h nên đến B sớm  muộn hơn nhau 30 phút. Tính vận tốc của mỗi người. 

Bài tập 17: Một người đi  từ tỉnh A đến tỉnh B cách nhau 78 km. sau đó 1 giờ người thứ hai đi từ 

tỉnh B đến tỉnh A hai người gặp  nhau tại địa điểm C cách B 36 km. Tính thời gian mỗi người đã 

đi từ lúc khởi hành đến lúc gặp nhau, biết vận tốc người thứ hai lớn hơn vận tốc người thứ nhất là 

4 km/h. 

Bài tập 18: Quãng đường AB  dài 120 km. Hai Ô tô khởi hành cùng một lúc đi từ A đến B,Ô tô 

thứ nhất chạy nhanh hơn Ô tô thứ hai là 10 km/h nên đến  B trước Ô tô thứ hai 24 phút. Tính vận 

tốc  mỗi xe. 

Bài tập 19: Một người dự định đi từ A đến B với thời gian đẵ định. Nếu người đó tăng vận  tốc 

thêm  10 km/h thì đến B sớm hơn dự định 1 giờ. Nếu người đó giảm vận tốc đi 10 km/h thì đến B 

muộn hơn dự định 2 giờ. Tính vận tốc, thời gian dự định đi và độ dài quãng đường  AB. 

Bài tập 20: Một Ca nô xuôi dòng 1 km và ngược dòng 1km hết tất cả 3,5 phút. Nếu Ca nô xuôi 

20 km  và ngược 15 km thì hết 1 giờ. Tính vận tốc dòng nước và vận tốc riêng của Ca nô. 

Bài tập 21: Bạn Hà dự định đi từ A đến B cách nhau 120 km trong một thời gian đẵ định. Sau 

khi 1 giờ, Hà nghỉ 10 phút, do đó để đến B đúng hẹn Hà phải tăng  vận tốc thêm  6 km/h. Tính 

vận tốc lúc đầu  của Hà. 

Bài tập 22: Hai người đi xe đạp khởi hành cùng lúc từ A và B cách nhau 60 kmvà đi dến C. 

Hướng chuyển động của họ vuông góc với nhau và gặp nhau sau 2 giờ. Tính vận tốc mỗi người, 

biết vận tốc người đi từ A nhỏ hơn vận tốc người đi từ B là 6 km/h. 

2. Dạng 2: Dạng toán liên quan đến kiến thức hình học: 

2.1. Kiến thức cơ bản: 

Gọi C: Chu vi, S: Diện tích. 

Hình chữ nhật: 

Tính chu vi hình chữ nhật: C = (a + b).2, (với a, b là chiều dài, chiều rộng)

Tính diện tích hình chữ nhật: S = a.b 

Hình vuông: 

Tính chu vi hình vuông: C = 4a (a: Độ dài cạnh hình vuông)

Tính diện tích hình chữ nhật: S = a
2
. 

Tam giác: 
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 Nửa chu vi: 
a + b + c

S =
2

 

 Chu vi tam giác: C = a + b + c, (với a, b, c: Lần lượt là độ dài ba cạnh của tam giác) 

 Diện tích tam giác: 
1

S = a.h
2

a
, (a: Chiều cao, ha: Cạnh đáy tương ứng với cạnh a) 

 Độ dài cạnh huyền: c
2
 = a

2
 + b

2
, (c: Cạnh huyền; a, b: Lần lượt là các cạnh góc vuông) 

 Số đường chéo của một đa giác 
n(n -3)

2
, (n: Số đỉnh). 

2.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Mỗi cạnh của hình vuông được tăng thêm 2cm. Trong lúc đo diện tích của nó tăng 

thêm 16cm
2
. Chiều dài của mỗi cạnh hình vuông trước khi chưa tăng là bao nhiêu?  

 Giải 

Gọi x là chiều dài cạnh hình vuông khi chưa tăng, x(cm), (Điều kiện: x > 0). 

Theo bài ra ta có: 

     (x + 2)
2
 = x

2
 + 16 

  x
2
 + 4x + 4 = x

2
 + 16 

  4x = 12  x = 3 

Suy ra chiều dài mỗi cạnh hình vuông khi chưa tăng là 3cm. 

Bài tập 2: Tìm  hai cạnh của một tam giác vuông biết cạn huyền bằng 13 cm và tổng hai cạnh 

góc vuông bằng 17. 

 Giải 

Gọi cạnh góc  vuông thứ nhất của tam giác là x ( cm ), (Điều kiện: 0 < x < 17). 

Ta có cạnh góc vuông còn lại là: (17 – x) (cm). 

Vì cạnh huyền  của tam giác vuông là 13 do đó ta có phương trình:  

x
2
 + ( 17 – x )

2 
 = 13

2
 

Giải phương trình: x
2
 - 17x + 60 = 0. 

Ta được: x1 = 12, x2 = 5. 

Vậy độ dài các cạnh góc  vuông lần lượt là 12 cm, 5 cm. 

Bài tập 3: Một khu vườn hình chữ nhật có chu vi 280 m. Người ta làm  một lối đi xung quanh 

vườn (thuộc đất vườn) rộng 2 m, diện tích còn lại để trồng trọt là 4256 m
2
. Tính kích thước (các 

cạnh) của khu vườn đó 

 Giải 

Gọi một cạnh của khu vườn là x, (m), (Điều kiện: x < 140). 

Ta có cạnh  còn lại của khu vườn là: (140 – x). 

Do lối xung quanh vườn rộng 2 m nên các kích thước các cạnh còn lại để trồng trọt là:  

(x – 4), (140 – x – 4) (m) 

Vì diện tích còn lại để trồng trọt là 4256 m
2
 do đó ta có phương trình:  

(x – 4)(140 – x – 4) = 4256 

Giải phương trình: x
2
 - 140x + 4800 = 0. 

Ta được x1  = 80, x2 = 60.     

Vậy các cạnh của khu vườn hình chữ nhật là 80m, 60m. 

Bài tập 4: Cạnh huyền của một tam giác vuông bằng 5m. Hai cạnh góc vuông hơn kém nhau 1m. 

Tính các cạnh góc vuông của tam giác. 

 Giải 

Gọi cạnh góc vuông thứ nhất  là x (m), (Điều kiện: 5 > x > 0) 

Cạnh góc vuông thứ hai là x + 1 (m) 

Áp dụng định lý Pi–Ta–Go ta có phương trình: 

x
2 

 + (x + 1)
2
 = 5

2
 

Giải phương trình trên, ta được x = 3. 

Vậy kích thước các cạnh góc vuông của tam giác vuông là 3m và 4m. 

Bài tập 5: Một hình chữ nhật có chiều rộng bé hơn chiều dài là 4 m và diện tích là 320m
2
. Tìm 

chiều dài, chiều rộng của mảnh đất. 

 Giải 

Gọi chiều rộng của mảnh đất là x (m), (Điều kiện: x > 0). 

Chiều dài của mảnh đất là x + 4. 
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Vì diện tích của mảnh đất là 320m
2
 nên ta có phương trình: 

x(x + 4) = 320 

Giải phương trình trên, ta được: x = 16. 

Vậy chiều dài là 16m, chiều rộng là 20m. 

Bài tập 6: Một hình chữ nhật có chu vi 120m, diện tích 800m
2
. Tính các kích thước của hình chữ 

nhật. 

Giải 

Gọi x(m) là số đo chiều dài hình chữ nhật.

Nửa chu vi hình chữ nhật là 120:2 = 60 (m)

Số đo chiều rộng hình chữ nhật là: 60 - x (m) 

Điều kiện: 0 < x < 60. 

Diện tích hình chữ nhật là 800m
2
. 

Ta có phương trình: 

x(60 - x) = 800 

Giải phương trình trên, ta được: x = 40 (m), x = 20 (m). 

Vậy chiều dài là 40 (m), chiều rộng là 20 (m). 

2.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Một hình chữ nhật có diện tích 300 m
2
. Nếu giảm chiều rộng đi 3m và tăng chiều dài 

lên 5m thì ta được HCN mới bằng diện tích HCN ban đầu. Tính chu vi HCN ban đầu. 

Bài tập 2: Một khu vườn hình chữ nhật có chu vi là 50 m và diện tích 100 m
2
 Tính các cạnh của 

khu vườn ấy. 

Bài tập 3: Một khu vườn hình chữ nhật có chiều rộng bằng 
2

5
chiều dài và có diện tích bằng 

360m
2
. Tính chu vi của khu vườn ấy. 

Bài tập 3: Một khu vườn hình chữ nhật có chiều dài bằng 
7

4
chiều rộng và có diện tích bằng 

1792m
2
. Tính chu vi khu vườn ấy. 

Bài tập 4: Tính các kích thước của hình chữ nhật có diện tích 40cm
2
, biết rằng nếu tăng mỗi kích 

thước thêm 3 cm thì diện tích tăng thêm 48cm
2
. 

Bài tập 5:  Một hình chữ nhật có đường chéo bằng 13 m, chiều dài hơn chiều rộng 7m. Tính  

diện tích hình chữ nhật đó? 

Bài tập 6: Một thửa ruộng hình chữ nhật có chu vi là 250m. Tính diện tích của thửa ruộng biết 

rằng chiều dài giảm 3 lần và chiều rộng tăng 2 lần thì chu vi thửa ruộng không thay đổi  

Bài tập 7: Một đa giác lồi có tất cả 35 đường chéo. Hỏi đa giác đó có bao nhiêu đỉnh? 

Bài tập 8: Một cái sân hình tam giác có diện tích 180m
2
 . Tính cạnh đáy của sân biết rằng nếu 

tăng cạnh đáy 4m và giảm chiều cao tương ứng 1 m thì diện tích không đổi? 

Bài tập 9: Một miếng đất hình thang cân có chiều cao là 35m hai đáy lần lượt bằng 30m và 50m 

người ta làm hai đoạn đường  có cùng chiều rộng. Các tim đừng lần lượt là đường trung bình của 

hình thang và đoạn thẳng nối hai trung điểm của hai đáy. Tính chiều rộng đoạn đường đó biết 

rằng diện tích phần làm đường bằng 
1

4
diện tích hình thang. 

3. Dạng 3: Toán năng suất. 

3.1. Kiến thức cơ bản: 

Năng suất làm việc là phần công việc làm được trong một đơn vị thời gian.

Công thức:  

A = N.T

Trong đó:  A: Khối lượng công việc. 

N: Năng suất làm việc.

T: Thời gian làm việc. 

Tổng năng suất riêng bằng năng suất chung khi cùng làm. 

Biết năng suất làm việc, thời gian hoàn thành, lượng công việc để áp dụng hợp lý. 

Năng suất lao động tăng thêm = (100% + mức năng suất %).quy định công việc. 

3.2. Bài tập áp dụng: 
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Bài tập 1: Một đội máy kéo dự định mỗi ngày cày 40 ha. Khi thực hiện mỗi ngày cày được 52 

ha, vì vậy  đội không những cày xong trước thời hạn 2 ngày mà còn cày  thêm được 4 ha nữa. 

Tính diện tích thửa ruộng mà đội phải cày theo kế hoạch. 

 Giải 

Gọi diện tích mà đội phải cày theo kế hoạch là x, (ha), (Điều kiện: x > 0). 

Thời gian đội dự định cày là: 
x

40
 (giờ). 

Diện tích mà đội thực cày là: (x + 4),  (ha). 

Thời gian mà đội thực cày là: 
x + 4

52
 ( giờ). 

Vì khi thực hiện đội đẵ cày xong trước thời hạn 2 ngày do đó ta có phương trình:  

x

40
 - 

x + 4

52
= 2. 

Giải phương trình trên,  ta được x = 360.         

Vậy diện tích mà đội dự định cày theo kế hoạch là: 360 ha. 

Bài tập 2: Hai tổ công nhân làm chung trong 12 giờ sẽ hoàn thành một công việc đã định. Họ 

làm chung với nhau trong 4 giờ thì tổ thứ nhất được điều đi làm công việc khác, tổ thứ hai làm 

một mình phần công việc còn lại trong 10 giờ. Hỏi tổ thứ hai nếu làm một mình thì sau  bao lâu 

sẽ hoàn thành công việc.  

 Giải 

Gọi thời gian tổ hai làm một mình hoàn thành công việc là x, (giờ), (Điều kiện: x > 12). 

Trong 1 giờ tổ hai làm được khối lượng công việc: 
1

x
 (KLCV). 

Sau 4 giờ hai tổ đẵ là chung được khối lượng công việc là: 
12

4
 = 

3

1
 (KLCV). 

Phần công việc còn lại tổ hai phải làm là: 1 - 
3

1
 = 

3

2
 (KLCV). 

Vì tổ hai hoàn thàmh khối lượng công việc còn lại trong 10 giờ nên ta có phương trình:  

3

2
: x = 10. 

Giải phương trình trên, ta được x= 15.     

Vậy thời gian tổ hai làm  một mình hoàn thành khối lượng công việc là: 15 giờ. 

Bài tập 3: Một đội công nhân hoàn thành một công việc với mức 420 ngày công. Hãy tính số 

công nhân của đội,  biết rằng nếu đội tăng thêm 5 người thì số ngày để hoàn thành công việc sẽ 

giảm đi 7 ngày.                          

 Giải 

Gọi số công nhân của đội là x, (người), (Điều kiện: x > 0, xnguyên dương). 

Số ngày hoàn thành công việc với x người là: 
420

x
 (ngày). 

Số công nhân sau khi tăng 5 người là: x + 5. 

Số ngày hoàn thành công việc với x + 5  người là: 
5

420

x
 (ngày). 

Vì nếu đội tăng thêm 5 người thì số ngày để hoàn thành công việc sẽ giảm đi 7 ngày do đó ta có 

phương trình: 

x

420
 -

5

420

x
  = 7.            

Giải phương trình trên, ta được: x1 = 15; x2 = - 20 (loại). 

Vậy số công nhân của đội là 15 người. 

Bài tập 4: Hai thợ cùng đào một con mương sau 2 giờ 55 phút thì xong công việc. Nếu họ làm 

riêng thì đội 1 hoàn thành công việc nhanh hơn đội 2 là 2 giờ. Hỏi nếu làm riêng thì mỗi đội phải 

làm trong bao nhiêu giờ thì xong công việc. 

 Giải 

Gọi thời gian đội 1 làm một mình xong công việc là x (giờ), (Điều kiện: x > 0). 
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Gọi thời gian đội 2 làm một mình xong công việc là x + 2 (giờ). 

Mỗi giờ đội 1 làm được 
1

 c«ng viÖc
x

Mỗi giờ đội 1 làm được 
1

 c«ng viÖc
x 2

Vì cả hai đội cùng làm nên sau 2 giờ 55 phút = 
11 35

2
12 12

 (giờ) xong. 

Trong 1 giờ cả hai đội làm được 
12

35
công việc. 

Theo bài ra ta có phương trình: 

1 1 12

x x 2 35
 


Giải phương trình trên, ta được: x = 5 giờ. 

Vậy đội thứ nhất hoàn thành công việc trong 5 giờ, đội thứ hai hoàn thành công việc trong 7 giờ.

Bài tập 5: Hai thợ cùng đào một con mương thì sau 2giờ 55 phút thì xong việc. Nếu họ làm 

riêng thì đội 1 hoàn thành công việc nhanh hơn đội 2 là 2 giờ. Hỏi nếu  làm riêng thì mỗi đội  

phải làm trong bao nhiêu giờ thì xong công việc? 

Giải 

Gọi thời gian đội 1 làm một mình xong công việc là x, (x > 0; giờ)

Gọi thời gian đội 2 làm một mình xong công việc là x + 2 (giờ) 

Mỗi giờ đội 1 làm được 
1

 c«ng viÖc
x

Mỗi giờ đội 2 làm được 
1

 c«ng viÖc
x 2

Vì cả hai đội thì sau 2 giờ 55 phút =
11 35

2
12 12

 (giờ) xong.  

Trong 1 giờ cả hai đội làm được 
12

35
công việc 

Theo bài ra ta có phương trình: 

1 1 12

x x 2 35
 


Giải phương trình trên, ta được: x = 5 (giờ) 

Vậy đội thứ nhất hoàn thành công việc trong 5 giờ. Đội hai hoàn thành công việc trong 7 giờ. 

3.3. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Hai người cùng làm chung một công việc mất 3giờ. Người thứ nhất làm đến nửa công 

việc người thứ hai làm nốt cho hoàn thành cả thảy hết 8 giờ. Nếu mỗi người làm  riêng thì mất 

mấy giờ ? 

Bài tập 2: Để hoàn thành một công việc, hai tổ phải làm chung trong 6 giờ. Sau 2 giờ làm chung 

thì tổ hai được điều đi làm việc khác, tổ một đã hoàn thành công việc còn lại trong 10 giờ. Hỏi 

mỗi tổ làm riêng thì sau bao lâu sẽ làm xong công việc đó?. 

Bài tập 3: Có hai đội công nhân, mỗi đội phải sử 10km đường. Thời gian đội I làm nhiều hơn 

đội II là 1 ngày. Trong một ngày mỗi đội làm được bao nhiều km đường. Biết rằng cả hai đội làm 

được 4,5km đường trong một ngày. 

Bài tập 4: Hai đội thủy lợi, tổng cộng có 25 người đào một con mương. Đội I đào được 45m
3

đất, đội II đào được 40m
3
 đất. Biết rằng mỗi công nhân đội II đào nhiều hơn mỗi công nhân đội I 

là 1m
3
. Tính số đất mỗi công nhân đội I đào được. 

Bài tập 5: An và Bình cùng làm chung một công việc trong 7 giờ 20 phút thì xong. Nếu An làm 

trong 5 giờ và Bình làm trong 6 giờ thì cả hai người làm được 
4

3
công việc. Hỏi mỗi người làm 

một mình làm công việc đó thì trong mấy giờ xong. 

Bài tập 6: Hai lớp 9A và 9B cùng tu sửa khu vường thực nghiệm của nhà trường trong 4 ngày 

xong. Nếu mỗi lớp tu sửa một mình muốn hành thành công việc ấy thì lớp 9A cần ít thời gian 

hơn lớp 9B là 6 ngày. Hỏi mỗi lớp làm một mình thì trong bao lâu hoàn thành công việc.  
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Bài tập 7: Hai tổ sản xuất nhận chung một công việc.Nếu làm chung trong 4 giờ thì hoàn thành 

3

2
công việc. Nếu để mỗi tổ làm riêng thì tổ 1 làm xong công việc trước tổ 2 là 5 giờ. Hỏi mỗi tổ 

làm một mình thì trong bao lâu xong công việc. 

Bài tập 8: Hai tổ cùng được giao làm một việc. Nếu cùng làm chung thì hoàn thành trong 15 giờ. 

Nếu tổ 1 làm trong 5 giờ, tổ 2 làm trong 3 giờ thì làm được 30% công việc. Hỏi nếu làm một 

mình mỗi tổ cần làm trong bao lâu mới hoàn thành công việc. 

Bài tập 9: Hai người làm chung một công việc thì xong trong 5 giờ 50‟.  Sau khi cả hai người 

cùng làm được 5 giờ. Người thứ nhất phải điều đi làm việc khác, nên người kia làm tiếp 2 giờ 

nữa mới xong công việc. Hỏi nếu làm một mình mỗi người làm trong bao lâu thì xong. 

Bài tập 10: Hai người thợ cùng làm một công việc, nếu làm riêng mỗi người nửa công việc thì 

tổng cộng số giờ làm việc là 12 giờ 30 phút. Nếu hai người làm chung thì hai người chỉ làm trong 

6 giờ thì xong công việc. Hỏi mỗi người làm riêng thì mất bao lâu xong việc. 

Bài tập 11: Một tổ công nhân phải làm 144 dụng cụ do 3 công nhân chuyển đi làm việc khác nên 

mỗi người còn lại phải làm thêm 4 dụng cụ. Tính số công nhân của tổ lúc đầu (năng suất mỗi 

người như nhau). 

Bài tập 12: Một máy kéo dự định mỗi ngày cày  40 ha. Khi thực hiện mỗi ngày đội máy kéo cày 

được 52 ha. Vì vậy đội không những đã cày xong trước thời hạn 2 ngày mà còn cày thêm được 4 

ha nữa. Tính diện tích thửa ruộng mà đội phải cày theo kế hoạch đã định. 

Bài tập 13: Một tổ dệt khăn mặt, mỗi ngày theo kế hoạch phải dệt 500 chiếc, nhưng thực tế mỗi 

ngày đã dệt thêm được 60 chiếc, cho nên chẳng những đã hoàn thành kế hoạch trước 3 ngày mà 

còn dệt thêm được 1200 khăn mặt so vơí kế hoạch. Tìm số khăn mặt phải dệt theo kế hoạch lúc 

đầu. 

Bài tập 14: Một tổ sản xuất có kế hoạch sản xuất 720 sản phẩm theo năng suất dự kiến. Thời 

gian làm theo năng suất tăng 10 sản phẩm mỗi ngày kém 4 ngày so với thời gian làm theo năng 

suất giảm đi 20 sản phẩm mỗi ngày (tăng, giảm so với năng suất dự kiến). Tính năng suất dự kến 

theo kế hoạch. 

Bài tập 15: Một tàu đánh cá dự định trung bình mỗi ngày đánh bắt được 30 tấn cá. Nhưng thực 

tế mỗi ngày đánh bắt thêm được 8 tấn nên chẳng những đã hoàn thành kế hoạch sớm được 2 

ngày mà còn đánh bắt vượt mức 20 tấn . Hỏi số tấn cá dự định đánh bắt  theo kế hoạch là bao 

nhiêu?  

Bài tập 16:  Theo kế hoạch, một tổ công nhân phải sản xuất 360 sản phẩm. Đến khi làm việc, do 

phải điều 3 công nhân đi làm việc khác nên mỗi công nhân còn lại phải làm nhiêu hơn dự định là 

4 sản phẩm. Hỏi lúc đầu tổ có bao nhiêu công nhân ? Biết rằng năng suất lao động của mỗi cồg 

nhân là như nhau.  

 

4. Dạng 4: Dạng toán chảy chung, chảy riêng của vòi nƣớc: 

4.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải: 

Bước 1: Tìm lượng nước chảy chung của hai vòi. 

 Lượng nước chảy riêng của mỗi vòi vào bể hoàn thành. 

 Lập phương trình lượng nước. 

Bước 2: Thời gian hai vòi chảy đầy bể. 

 Thời gian chảy riêng hoàn thành của mỗi vòi. 

 Lập phương trình thời gian chảy đầy bể. 

Bước 3: Giải hệ phương trình. 

4.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Một Máy bơm  muốn bơm đầy nước vào một bể chứa trong một  thời gian quy định 

thì mỗi giờ phải bơm  được 10m
3
. Sau khi bơm được 

3

1
 dung tích bể chứa, người công nhân  vận 

hành cho máy bơm công xuất lớn hơn mỗi giờ bơm được 15 m
3
. Do đó bể được bơm đầy trước 

48 phút so với  thời  gian quy định. Tính dung tích của bể chứa. 
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Giải 

Gọi dung tích của bể chứa là x, (m
3
), (Điều kiện: x > 0). 

Ta có thời gian dự định để bơm  đầy bể là: 
x

10
(giờ). 

Thời gian để bơm 
3

1
bể  với công suất 10 m

3
/s là: 

x

30
(giờ). 

Thời gian để bơm 
3

2
bể còn lại với công suất 15 m

3
/s là: 

2x

45
. 

Do công suất tăng khi bơm 
3

2
bể  còn lại nên thời gian thời gian bơm đầy trước 48 phút so với 

quy định do đó ta có phương trình:  

x

10
- 

x

30

2x

45

 
 

 
= 

5

4

Giải phương trình trên, ta được x = 36. 

Vậy dung tích bể chứa là 36m
3
. 

Bài tập 2: Nếu hai vòi nước cùng chảy vào bể thì sau 4 giờ bể đầy. Nếu mỗi vòi chảy một mình 

thì phải chảy trong bao lâu mới đầy bể? Biết rằng nếu chảy một mình thì  vòi thứ nhất chảy đầy 

bể sớm hơn vòi thứ hai 6 giờ. 

Giải 

Gọi thời gian vòi thứ nhất chảy đầy bể là x (giờ), (Điều kiện: x > 0).

Thời gian vòi thứ hai chảy đầy bể là x + 6. 

Trong một giờ vòi thứ nhất chảy được 1

x
bể. 

Trong một giờ vòi thứ nhất chảy được 1

x 6
bể. 

Theo bài ra ta có phương trình: 
1

x
+ 1

x 6
= 1

4

Giải phương trình trên, ta được: x = 6. 

Vậy vòi thứ nhất chảy 6 giờ, vòi thứ hai chảy 12 giờ thì đầy bể. 

Bài tập 3:  Có hai vòi nước, vòi I chảy đầy bể trong 1,5 giờ, vòi II chảy đầy bể trong 2 giờ. 

Người ta cho vòi I chảy trong một thời gian, rồi khóa lại và cho vòi II chảy tiếp, tổng cộng trong 

1,8 giờ thì đầy bể. Hỏi mỗi vòi đã chảy trong bao lâu? 

Giải 

Vòi I chảy riêng làm đầy bể trong 1,5 = 
3

2
giờ thì trong 1 giờ chảy vào được 

2

3
bể. 

Vòi II chảy riêng làm đầy bể trong 2 giờ thì trong 1 giờ chảy vào được 
1

2
bể. 

Gọi thời gian mà vòi I đã chảy là x giờ (0 < x < 1,8), thời gian vòi II đã chảy là 1,8 - x giờ.

Theo bài ra, ta có phương trình: 

 
2 1

x 1,8 x 1
3 2

  

Giải phương trình trên, ta được: x = 0,6 (thỏa mãn điều kiện) 

Vậy vòi I chảy trong 0,6 giờ, vòi II chảy trong 1,2 giờ. 

Bài tập 4: Hai vòi nước cùng chảy vào một bể thì sau 2 giờ 55 phút sẽ đầy bể. Nếu chảy riêng thì 

vòi thứ nhất chảy nhanh hơn vòi thứ hai là 2 giờ. Hỏi nếu chảy riêng thì mõi vòi chảy trong bao 

lâu mới đầy bể. 

Giải 

Gọi thời gian vòi thứ hai chảy riêng đầy bể là x giờ, (x > 2)

Vòi thứ nhất chảy riêng đầy bể là x - 2 giờ. 
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Ta có: 2 giờ 55 phút = 
35

12
 giờ. 

Theo bài ra, ta có phương trình: 

1 1 12

x x 2 35
 


 

Giải phương trình trên, ta được: x = 7 (thỏa mãn điều kiện) 

Vậy vòi thứ nhất chảy riêng đầy bể trong 5 giờ, vòi thứ hai chảy riêng đầy bể trong 7 giờ. 

4.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Hai vòi nước cùng chảy vào bể thì sau 1 giờ 20 thì bể đầy. Nếu mở vòi thứ nhất chảy 

trong 10 phút và vòi thứ 2 chảy trong 12 phút thì đầy 
15

2
 bể. Hỏi mỗi vòi chảy một mình thì bao 

nhiêu lâu mới đầy bể. 

Bài tập 2: Hai vòi nước nếu cùng chảy thì sau 6 giờ đầy bể. Nếu vòi thứ nhất chảy trong 10 giờ 

thì đầy bể. Hỏi nếu vòi thứ hai chảy một mình thì trong bao lâu đầy bể.  

Bài tập 3: Hai vòi nước cùng chảy vào 1 bể thì sau 
5

4
4  giờ đẩy bể, môĩ giờ lượng nước của vòi 

1 chảy bằng 
2

1
1  lượng nước  ở vòi 2. Hỏi mỗi vòi chảy riêng thì trong bao lâu đầy bể. 

Bài tập 4: Hai vũi nước cùng chảy vào một cái bể không có nước trong 4 giờ 48 phút sẽ đầy bể. 

Nếu mở vũi 1 trong 3 giờ và vũi 2 trong 4 giờ thỡ được 
3

4
 bể nước. Hỏi mỗi vũi chảy một mỡnh 

thỡ trong bao lâu mới đầy bể.  

5. Dạng 5: Toán tìm số: 

5.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách viết số trong hệ thập phân của số tự nhiên: 

 Số có hai chữ số: ab =10a + b  

 Số có ba chữ số: abc =100a +10b +c  

 Số có ba chữ số: abcd =1000a +100b +10c +d  

Quan hệ chia hết và chia có dư: 

 Số a chia b được c và có số dư là r, được viết: a = b.c + r. 

 Nếu a chia hết cho b thì số dư r = 0. 

 Nếu a không chia hết cho b thì số dư r ≠ 0. 

5.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Một số của một phân số lớn hơn tử số của nó là 3 đơn vị. Nếu tăng cả tử và mẫu của 

nó thêm 1 đơn vị thì được một phân số mới bằng 
1

2
 phân số đã cho. Tìm phân số đó? 

 Giải 

Gọi tử số của phân số đó là x, (Điều kiện: x 3 ) 

Mẫu số của phân số đó là x + 3. 

Nếu tăng cả tử và mẫu thêm 1 đơn vị thì 

Tử số là x + 1 

Mẫu số là x + 3 + 1 = x + 4 

Được phân số mới bằng 
1

2
 ta có phương trình: 

x 1 1

x 4 2





 

Giải phương trình trên ta được: x = 2 (thỏa mãn điều kiện) 

Vậy phân số cần tìm là 
2

5
. 

Bài tập 2: Tìm hai số tự nhiên liên tiếp có tổng các bình phương của nó là 85. 

 Giải  
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Gọi số bé là x, ( x N ). Số tự nhiên kề sau là x + 1. 

Vì tổng các bình phương của nó là 85 nên ta có phương trình:  

x
2
 + (x + 1)

2
 = 85 

2 2 2

2

2 2

x x 2x 1 85 2x 2x 84 0

x x 42 0

b 4ac 1 4.1.( 42) 169 0 169 13

        

   

           

Phương trình có hai nghiệm  

1

2

1 13
x 6 (tho¶ m·n ®iÒu kiÖn)

2

1 13
x 7 (lo¹i)

2

 
 

 
  

Vậy hai số phải tìm là 6 và 7. 

Bài tập 3: Tìm số tự nhiên có hai chữ số. Biết rằng tổng các chữ số là 11. Nếu đỗi chỗ hai chữ 

số, hàng chục và hàng đơn vị thì số đó tăng thêm 27 đơn vị. 

Giải 

Gọi chữ số hàng đơn vị là x, (Điều kiện: 0 < x ≤ 9). 

Chữ số hàng chục là 11 - x. 

Vì đổi chỗ hai chữ số, hàng chục và hàng đơn vị thì số đó tăng thêm 27 đơn vị nên ta có phương 

trình: 

10x + 11 - x = 10(11 - x) + x + 27 

Giải phương trình trên, ta được: x = 7. 

Vậy số cần tìm là 47. 

Bài tập 4: Tìm số tự nhiên có hai chữ số biết rằng chữ số hàng chục lớn hơn chữ số hàng đơn vị 

là 2 và số đó lớn hơn tổng các bình phương các chữ số của nó là 1. 

Giải 

Gọi chữ số đơn vị là x, (0 ≤ x ≤ 7). 

Chữ số hàng chục là x + 2. 

Vì số cần tìm lớn hơn tổng các bình phương các chữ số của nó là 1 nên ta có phương trình: 

10(x + 2) + x = (x + 2)
2
 + x

2
 + 1 

Giải phương trình trên, ta được: x = 5. 

Vậy số cần tìm là 75. 

Bài tập 5: Tìm hai số khi biết tổng là 12 và tổng bình phương của chúng bằng 90. Hai số đó là. 

Giải 

Gọi số thứ nhất là x (xN, x < 12)

Số thứ hai là 12 - x. 

Theo bài ra ta có: x
2
 + (12 - x)

2
 = 90 

 x
2
 - 12 x + 27 = 0 

 





x 3 

x 9

Vậy hai số cần tìm là 3 và 9. 

5.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Tìm số tự nhiên có 2 chữ số, biết rằng chữ số hàng đơn vị lớn hơn chữ số hàng chục là 

4 và nếu đổi chỗ hai chữ số cho nhau thì ta nhận được số mới bằng 
5

17
số ban đầu. 

Bài tập 2: Tìm số tự nhiên có 2 chữ số, biết rằng chữ số hàng chục  lớn hơn chữ số hàng đơn vị  

là 2 và nếu đổi chỗ hai chữ số cho nhau thì ta nhận được số mới bằng 
7

4
số ban đầu. 

Bài tập 3: Cho một số có hai chữ số, tổng của hai chữ số bằng 11. Nếu thay đổi theo thứ tự 

ngược lại được một số mới lớn hơn số lúc đầu 27 đơn vị. Tìm số đã cho. 

Bài tập 4: Một số có hai chữ số lớn gấp 3 lần tổng các chữ số của nó, còn bình phương của tổng 

các chữ số gấp 3 lân số đã cho. Tìm số đó. 
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Bài tập 5: Đem một số có hai chữ số nhân với tổng các chữ số của nó thì được 405. Nêu lấy số 

được viết bởi hai chữ số ấy nhưng theo thứ tự ngược lại nhân với tổng các chữ số của nó thì được 

486. Tìm số đó. 

Bài tập 6: Tích của 2 số tự nhiên liên tiếp lớn hơn tổng của chúng là 109. Tìm 2 số đó. 

Bài tập 7: Đem một số nhân với 3 rồi trừ đi 7 thì được 50. Hỏi số đó là bao nhiêu? 

Bài tập 8: Tổng hai số bằng 51. Tìm hai số đó biết rằng 
2

5
 số thứ nhất thì bằng 

1

6
 số thứ hai. 

Bài tập 9: Tìm số tự nhiên có 2 chữ số, biết rằng số đó bằng lập phương của số tạo bởi chữ số 

hàng vạn và chữ số hàng nghìn của số đã cho theo thứ tự đó. 

Bài tập 10: Tìm hai số hơn kém nhau 5 đơn vị và tích của chúng bằng 150. 

 

6. Dạng 6: Toán sử dụng các kiến thức vậy lý, hóa học: 

6.1. Kiến thức cơ bản: 

Tính khối lượng riêng của vật: 

m
D

V
  

D: Khối lượng riêng, m: Khối lượng, V: Thể tích. 

Công thức tính thành phần phần trăm của chất có trong dung dịch: 

ct

dd

m
C% .100%

m
  

C%: Nồng độ phần trăm, mct: Khối lượng chất tan, mdd: Khối lượng dung dịch. 

6.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Người ta trộn 8g chất lỏng này với 6g chất lỏng khác có khối lượng riêng nhỏ hơn nó 

là 0,2g/cm
3
 để được hỗn hợp có khối lượng riêng 0,7g/cm

3
 . Tìm khối lượng riêng của mỗi chất 

lỏng. 

 Giải  

Gọi khối lượng riêng của chất lỏng thứ nhất là x (g/cm
3
), (Điều kiện: x > 0,2) 

Khối lượng riêng của chất lỏng thứ nhất là x – 0,2 (g/cm
3
). 

Thể tích của chất lỏng thứ nhất là 38
(cm )

x
 

Thể tích của chất lỏng thứ hai là 
36

0 2
(cm )

x ,
 

Thể tích của hỗn hợp là 
38 6

0 2
(cm )

x x ,



 

 

Theo bài ra ta có phương trình: 

8 6 14

0 2 0 7x x , ,
 


 

Giải phương trình trên, ta được: x = 0,8 (thỏa mãn điều kiện) 

Vậy khối lượng riêng của chất lỏng thứ nhất là 0,8 (g/cm
3
) 

Khối lượng riêng của chất lỏng thứ hai là 0,6 (g/cm
3
). 

Bài tập 2: Biết rằng 200g một dung dịch chứa 50g muối. Hỏi phải pha thêm bao nhiêu gam nước 

vào dung dịch đó để được một dung dịch chứa 20% muối? 

 Giải 

Gọi x là lượng nước cần pha thêm vào dung dịch đã cho (x > 0, g) 

Khi đó lượng dung dịch nước là 200 + x. 

Nồng độ dung dịch là 
50

200 + x
 

Theo đề bài ta có phương trình: 
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50 20
=

200 + x 100

Giải phương trình trên, ta được: x = 100. 

Vậy lượng nước cần pha thêm là 100g. 

Bài tập 3: Người ta pha 3kg nước nóng ở nhiệt độ 90
0
C và 2kg nước lạnh ở nhiệt độ 20

0
C. Hỏi 

nhiệt độ nước sau khi pha là bao nhiêu. 

Giải 

Gọi nhiệt độ cuối cùng của nước sau khi pha là x
0
C, (x > 0) 

Khi đó nhiệt lượng tỏa ra là: 3c(90 - x) kilocalo, (với c là nhiệt dung riêng của nước) 

Nhiệt lượng hấp thụ là: 2c(x - 20) kilocalo. 

Do nhiệt lượng thu được bằng nhiệt lượng tỏa ra, ta có phương trình: 

3c(90 - x) = 2c(x - 20) 

Giải phương trình trên, ta được: x = 62
0
C (thỏa mãn điều kiện) 

Vậy nhiệt độ của nước sau khi pha là 62
0
C. 

Bài tập 4: Khi trộn 8g chất lỏng M với 6g chất lỏng N có khối lượng riêng nhỏ hơn 200kg/m
3
 thì 

được một hỗn hợp có khối lượng riêng 700kg/m
3
. Tính khối lượng riêng của mỗi chất lỏng. 

Giải 

Gọi khối lượng riêng của chất lỏng M là x kg/m
3
, (x > 200) 

Khối lượng riêng của chất lỏng N là x - 200 kg/m
3

Theo bài ra, ta có phương trình:  

8 6 14

x x 200 700
 



Giải phương trình trên, ta được: x = 800. 

Vậy khối lượng riêng của M là 800 kg/m
3
 và khối lượng riêng của N là 600 kg/m

3
. 

Bài tập 5: Người ta hòa lẫn 4kg chất lỏng I với 3kg chất lỏng II thì được một hỗn hợp có khối 

lượng riêng là 700kg/m
3
. Biết rằng khối lượng riêng của chất lỏng I lớn hơn khối lượng riêng của 

chất lỏng II là 200kg/m
3
. Tính khối lượng riêng của mỗi chất lỏng. 

Giải 

Gọi khối lượng riêng của chất lỏng I là x kg/m
3
, (x > 200) 

Khối lượng riêng của chất lỏng II là x - 200 kg/m
3
. 

Theo bài ra, ta có phương trình: 

4 3 7

x x 200 700
 



Giải phương trình trên, ta được: x = 800. 

Vậy khối lượng riêng của chất lỏng I là 800 kg/m
3
, khối lượng riêng của chất lỏng II là 600 

kg/m
3
. 

6.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho 200g dung dịch có nồng độ 10%. Phải pha thêm vào dung dịch đó bao nhiêu gam 

nước để dung dịch lúc sau có nồng độ là 8%. 
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Bài tập 2: Hai dung dịch có khối lượng tổng cộng bằng 220kg. Lượng muối trong dung dịch I là 

5kg, lượng muối trong dung dịch II là 4,8kg. Biết nồng độ muối trong dung dịch I nhiều hơn 

nồng độ muối trong dung dịch II là 1%. Tính khối lượng mỗi dung dịch nói trên. 

Bài tập 3: Vào thế kỷ III trước công nguyên, vua xứ Xi-ra-cut giao cho Ac-si-met kiểm tra chiếc 

mũ bằng vàng của nhà vua có bị pha thêm bạc hay không. Chiếc mũ có trọng lượng 5niuton (theo 

đơn vị hiện nay), nhúng trong nước thì trọng lượng giảm 0,3 niuton. Biết rằng khi cân trong 

nước, vàng giảm 
1

20
 trọng lượng, bạc giảm 

1

10
 trọng lượng. Hỏi chiếc mũ chứa bao nhiêu gam 

vàng, bao nhiêu gam bạc? 

 

7. Dạng 7: Toán dân số, phần trăm: 

7.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải:  

Gọi a là số dân được biết trước.  

Khi đó:  

 Nếu tăng dân số thêm b%  thì ta có số dân sau khi tăng là: a + ab%. 

 Nếu giảm dân số b% thì ta có số dân sau khi giảm là: a - ab%. 

Gọi x là số tiền được gửi cố định, với lãi suất gửi số tiền x là y%/ tháng và không thay đổi lãi 

suất. 

Khi đó:  

 Số tiền tính được trong một tháng là: x + x.y% 

 Số tiền tính được trong hai tháng là: x + (x +x.y%).y% 

 Tương tự như vậy, ta tính được số tiền gửi trong một năm. 

7.2. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Bà An gửi vào quỹ tiết kiệm x nghìn đồng với lãi suất mỗi tháng là a% (a là một số 

cho trước) và lãi tháng này được tính gộp vào vốn cho tháng sau. 

1) Hãy viết biểu thức biểu thị : 

 Số tiền lãi sau tháng thứ nhất; 

 Số tiền (cả gốc lẫn lãi) có được sau tháng thứ nhất; 

 Tổng số tiền lãi có được sau tháng thứ hai. 

2) Nếu lãi suất là 1,2% (tức là a = 1,2) và sau 2 tháng tổng số tiền lãi là 48,288 nghìn đồng, thì 

lúc đầu bà An đã gửi bao nhiêu tiền tiết kiệm? 

 Giải 

1) Số tiền lãi sau một tháng gửi với lãi suất a% với tiền gửi x nghìn đồng là ax. Số tiền có được 

(cả gốc lẫn lãi) sau tháng thứ nhất : x + ax = x (1 + a) nghìn đồng. 

Số tiền lại sau hai tháng là : L = ax + ax(1 + a) = x(a
2
 + 2a) 

2) Thay a = 1,2% là L = 48,288 ta được : 

144 24
x + = 48,288

1000000 1000

 
 
 

 

   Giải phương trình trên, ta được: x = 2000000 đồng 

Bài tập 2: Năm ngoái, tổng dân của hai tỉnh A và B là 4 triệu. Năm nay, dân số của tỉnh A tăng 

thêm 1,1%, còn dân số của tỉnh B tăng thêm 1,2%. Tuy vậy, số dân của tỉnh A năm nay vẫn 

nhiều hơn tỉnh B là 807 200 người. tinh số dân năm ngoái của mỗi tỉnh. 

 Giải 

Gọi tổng số dân của tỉnh A trong năm ngoái là x (người), (Điều kiện: 0 < x < 4000000) 

Số dân của tỉnh B trong năm ngoái là 400000 - x. 

Theo bài ra, ta có phương trình: 

x + 1,1%x = 4000000 - x + 1,2%(4000000 - x) + 807200 
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Giải phương trình trên ta được: x = 2400000. 

Vậy dân số tỉnh A là 2400000, dân số tỉnh B là 1600000. 

Bài tập 3: Dân số hiện nay của một phường là 41618 người. Cách đây 2 năm dân số của phường 

là 40000 người. Hỏi trung bình mỗi năm dân số tăng bao nhiêu phần trăm? 

Giải 

Gọi số phân trăm dân số tăng mỗi năm là x% (x > 0). 

Dân số cách đây 2 năm là 40000 người thì dân số cách đây một năm là: 

40000 + 
x

100
40000 = 40000 + 400x 

Hiện nay là năm thứ hai nên dân số tăng thêm x%, tức là dân số hiện nay là: 

40000 + 400x + 
x

100
(40000 + 400x) = 4x

2
 + 800x + 40000 

Theo bài ra, ta có phương trình: 

4x
2
 + 800x + 40000 = 41618 hay x

2
 + 200x - 404 = 0 

Giải phương trình trên, ta được: x = 2. 

Vậy dân số tăng hằng năm là 2%. 

7.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Năm ngoái tổng số dân của hai tỉnh A và B là 4 triệu người. Dân số tỉnh A năm nay 

tăng 1,2%, còn tỉnh B tăng 1,1%. Tổng số dân của cả hai tỉnh năm nay là 4045000 người. Tính số 

dân của mỗi tỉnh năm ngoái và năm nay. 

Bài tập 2: Trong tháng giêng hai tổ sản xuất được 720 chi tiết máy. Trong tháng 2, tổ I vượt mức 

15%, tổ II vượt mức 12% nên sản xuất được 819 chi tiết máy. Tính xem trong tháng giêng, mỗi 

tổ sản xuất được bao nhiêu chi tiết máy.  

Bài tập 3: Giá 1 mét vải là 16 ngàn đồng được hạ xuống vài phần trăm. Sau một thời gian giá 1 

mét vải lại hạ xuống cũng một số phần trăm như vậy và trở thành 9 ngàn đồng. Không biết mỗi 

lần giá vải hạ xuống như vậy là bao nhiêu phần trăm.  

Bài tập 4: Hai tổ công nhân được giao mỗi tuần sản xuất được 980 đôi giầy. Để lập thành tích 

chào mừng ,tuần vừa qua tổ 1 vượt mức 8%, tổ 2 vượt mức 10%. So với kế hoạch được giao nên 

cả 2 tổ sản xuất được 1068 đôi. Hỏi định mức được giao của mỗi tổ là bao nhiêu đôi giầy. 

Bài tập 5: Theo kế hoạch hai tổ sản xuất 600 sản phẩm trong một thời gian nhất định. Do áp 

dụng kỹ thuật mới nên tổ I đã vượt mức 18% và tổ II đã vượt mức 21%. Vì vậy trong thời gian 

quy định họ đã hoàn thành vượt mức 120 sản phẩm. Hỏi số sản phẩm được giao của mỗi tổ theo 

kế hoạch là bao nhiêu? 

Bài tập 6: Dân số của một thành phố hiện nay là 408040 người. Hàng năm dân số tăng 1%. Hỏi 

hai năm trước dân số thành phố là bao nhiêu? 
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CHUYÊN ĐỀ 17 

GIẢI BÀI TOÁN BẰNG CÁCH LẬP HỆ PHƢƠNG TRÌNH 

Cách giải: 

Cách giải bài toán bằng cách lập phương trình: Gồm 3 bước: 

Bước 1: Lập hệ phương trình. 

 Chọn ẩn và tìm điều kiện cho ẩn (chọn ẩn là các đại lượng bài toán yêu cầu) 

 Biểu diễn các đại lượng khác qua ẩn. 

 Lập hệ phương trình. 

Bước 2: Giải hệ phương trình. 

Bước 3: Nhận định kết quả. 

 Đối chiếu với điều kiện bài toán. 

 Nếu kết quả có chứa tham số thì phải biện luận. 

Các dạng toán cơ bản: 

 Dạng 1: Dạng toán chuyển động. 

 Dạng 2: Dạng toán liên quan tới các kiến thức hình học. 

 Dạng 3: Dạng toán công việc làm chung, làm riêng. 

 Dạng 4: Dạng toán chảy chung, chảy riêng của vòi nước. 

 Dạng 5: Dạng toán tìm số. 

 Dạng 6: Dạng toán sử dụng các kiến thức vật lý, hoá học. 

 Dạng 7: Bài toán dân số, phần trăm. 

1. Dạng 1: Bài toán chuyển động: 

1.1. Kiến thức cơ bản: 

 Bài toán chuyển động thường gặp: Chuyển động cùng chiều, ngược chiều, chuyển động trên 

dòng sông, ... 

Gọi s, t, v: Lần lượt là quãng đường, thời gian, vận tốc. 

 Quãng đường: v.ts  . 

 Vận tốc: 
t

s
v  . 

 Thời gian: 
v

s
t  . 

Các dạng cơ bản: 

(1) Chuyển động cùng chiều: 

Hai xe chuyển động cùng chiều trên cùng một quãng đường, đến khi gặp nhau: 

Quãng đường xe 1 đi = Quãng đường xe 2 đi. 

Nếu hai xe cùng xuất phát, mà ô tô 1 đến trước ô tô 2 là t giờ: 

Thời gian xe 2 đi - Thời gian xe 1 đi = t 

(2) Chuyển động ngược chiều: 

Hai xe chuyển động ngược chiều trên cùng một quãng đường đến chỗ gặp nhau: 

Quãng đường xe 1 đi + Quãng đường xe 2 đi = s 

(3) Chuyển động trên dòng nước: 

 vxuôi dòng = vriêng + vnước 

 vngược dòng = vriêng - vnước 

(4) Chuyển động trên cùng một đường tròn: 

Hai vật xuất phát từ một điểm sau thời gian t thì gặp nhau: 

Chuyển động cùng chiều: 

 Độ dài s của đường tròn: s = t(v1 - v2), (với v1, v2 là vận tốc của hai vật, v1 > v2) 

Chuyển động ngược chiều: 

 Độ dài s của đường tròn: s = t(v1 + v2), (với v1, v2 là vận tốc của hai vật) 

1.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Hai xe cùng khởi hành một lúc với hai vận tốc khác nhau. Biết rằng vận tốc xe 1 lớn 

hơn xe 2 là 10 km/h. Nếu lấy tổng vận tốc hai xe so với chiếc xe 3 chạy với vận tốc 70km/h thì 

bằng nhau. Hỏi vận tốc mỗi xe là bao nhiêu? 

 Giải 

Gọi vận tốc xe 1 kà x km/h  và vận tốc xe 2 là km/h, (điều kiện: 0 < x, y < 70) 
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Theo bài ra ta có hệ phương trình: 


















30y

40x

70yx

10yx

Vậy vận tốc xe 1 là 40km/h, vận tốc xe 2 là 30km/h. 

Bài tập 2: Tìm vận tốc và chiều dài của 1 đoàn tàu hoả biết đoàn tàu ấy chạy ngang qua văn 

phòng ga từ đầu máy đến hết toa cuối cùng mất 7 giây. Cho biết sân ga dài 378m và thời gian kể

từ khi đầu máy bắt đầu vào sân ga cho đến khi toa cuối cùng rời khỏi sân ga là 25 giây. 

Giải 

Gọi x(m/s)là vận tốc của đoàn tàu khi vào sân ga (x > 0) 

Gọi y(m) là chiều dài của đoàn tàu (y > 0) 

  Tàu chạy ngang văn phòng ga mất 7 giây nghĩa là với vận tốc x(m/s) tàu chạy quãng đường 

y(m) mất 7 giây. Ta có phương trình: y = 7x  (1) 

  Khi đầu máy bắt đầu vào sân ga dài 378m cho đến khi toa cuối cùng rời khỏi sân ga mất 25 giây 

nghĩa là với vận tốc x (m/s) tàu chạy quãng đường: y + 378 (m) mất 25giây. 

Ta có phương trình : y + 378 = 25x   (2) 

Ta được hệ phương trình : 
y = 7x

y + 378 = 25x 





Giải ra ta có: x = 21; y = 147 (thoả mãn điều kiện) 

Vậy vận tốc của đoàn tàu là 21m/s, chiều dài của đoàn tàu là 147m. 

Bài tập 3: Một chiếc thuyền xuôi, ngược dòng trên khúc sông dài 40km hết 4h30 phút . Biết thời 

gian thuyền xuôi dòng 5km bằng thời gian thuyền ngược dòng 4km. Tính vận tóc dòng nước ? 

Giải 

Gọi x(km/h)là vận tốc của thuyền khi nước yên lặng. 

Gọi y(km/h) là vận tốc dòng nước (x, y > 0) 

Vì thời gian thuyền xuôi dòng 5km bằng thời gian thuyền ngược dòng 4km nên ta có phương 

trình:  
5 4

=
x + y x - y

(1) 

Vì chiếc thuyền xuôi, ngược dòng trên khúc sông dài 40km hết 4h30 phút =
9

2
giờ nên ta có 

phương trình: 
40 40 9

+ =
x + y x - y 2

(2) 

Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình : 

5 4
=

x + y x - y

40 40 9
+ =

x + y x - y 2








Giải ra ta có: x = 18; y = 2. 

Vậy vận tốc dòng nước là 2 km/h 

Bài tập 4: Trên một đường tròn chu vi 1,2 m, ta lấy 1 điểm cố định A. Hai điểm chuyển động M, 

N chạy trên đường tròn, cùng khởi hành từ A với vận tốc không đổi. Nếu chúng di chuyển trái 

chiều nhau thì chúng gặp nhau sau mỗi 15 giây. Nếu chúng di chuyển cùng chiều nhau thì điểm 

M sẽ vượt Nđúng 1 vòng sau 60 giây.Tìm vận tốc mỗi điểm M, N ?  

Giải 

Gọi x(m/s) là vận tốc của điểm M 

Gọi y(m/s) là vận tốc của điểm N (x > y > 0) 

Khi chúng di chuyển trái chiều nhau , chúng gặp nhau sau mỗi 15 giây nên ta có phương trình:  

15x + 15y = 1,2   (1) 

Khi M, N di chuyển cùng chiều nhau thì điểm M sẽ vượt N đúng 1vòng sau 60 giây nên ta có 

phương trình: 60x - 60y = 1   (2) 

Ta có hệ phương trình: 
15x +15y = 1,2

60x + 60y = 1





Giải hệ phương trình ta được: x = 0,05; y = 0,03 (thoả mãn điều kiện) 
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Vậy vận tốc điểm M là 0,05m/s và vận tốc điểm N là 0,03m/s. 

Bài tập 5: Một chiếc môtô và ôtô cùng đi từ M đến K với vận tốc khác nhau .Vận tốc môtô là 62 

km/h còn vận tốc ôtô là 55 km/h . Để 2 xe đến đích cùng 1 lúc người ta đã cho ôtô chạy trước 1 

thời gian. Nhưng vì 1 lí do đặc biệt nên khi chạy được 2/3 quãng đường ôtô buộc phải chạy với 

vận tốc 27,5 km/h. Vì vậy khi còn cách K 124km  thì môtô đuổi kịp ôtô. Tính khoảng cách từ M 

đến N. 

 Giải 

Gọi khoảng cách MK là x (km), (Điều kiện: x > 0)  

Gọi thời gian dự định ôtô đi trước môtô là y (giờ)  

Theo bài ra, ta có hệ phương trình: 

x x
+ y =

62 55

2 x
x -124

x -1243 3+ = y +
65 27,5 62









 

Giải hệ này ta rút ra: x= 514km; 
94

y = 1
1705

 (h) 

1.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Hai xe cùng xuất phát từ 2 địa điểm A và B cách nhau 130 km và sau 2 giờ thì gặp 

nhau. Tính vận tốc của mỗi xe biết xe chạy từ A có vận tốc lớn hơn xe đi từ B là 5km/h. 

Đáp số: Vận tốc xe đi từ A là 17, 5km/h và vận tốc xe đi từ B là 1, 5km/h. 

Bài tập 2: Hai ô tô khởi hành cùng lúc từ hai địa điểm A và B cách nhau 60 km/h và sau 1 giờ 

thì gặp nhau. Tính vận tốc của mỗi xe, biết rằng xe đi từ A có vận tốc bằng 
3

2
 vận tốc xe đi từ B. 

Đáp số: Vận tốc xe di từ A là 24 và vận tốc xe đi từ B là 36.  

Bài tập 3: Cùng một lúc, một chiếc ôtô khởi hành từ địa điểm A và một chiếc xe mô tô khởi 

hành từ địa điểm B đi ngược chiều nhau. Tìm vận tốc của mỗi xe biết rằng sau khi gặp nhau mô 

tô chạy thêm  2 giờ 12 phút thì tới A và ôtô chạy thêm 1 giờ 12 phút thì tới B và cách A 180km. 

Đáp số: Vận tốc của ô tô là 60 km/h và vận tốc của xe mô tô là 40kn/h. 

Bài tập 4: Hai vật thể I và II chuyển động trên cùng một đường tròn. Nếu cả hai chuyển động 

cùng chiều thì sau mỗi khoảng thời gian 56 phút chúng lại gặp nhau 1 lần. Nếu cả hai chuyển 

động cũng với vận tốc cũ nhưng ngược chiều nhau thì sau mỗi khoảng thời gian 8 phút thì chúng 

lại gặp nhau 1 lần. Người ta còn thấy rằng khi khoảng cách giữa chúng là 40m thì sau đó 24 giây 

chúng chỉ còn cách nhau 26m. Tìm vận tốc (m/phút) của mỗi vật thể, biết rằng trong khoảng thời 

gian 24 giây nói trên chúng không gặp nhau.  

(Đề thi HSG Toán 9 toàn quốc năm 1975 - 1976) 

Đáp số: Vận tốc vật I và vật II lần lượt là x và y thì x = 20, y = 15 và x = 140, y = 105.  

Bài tập 5: Một ca nô dự định đi từ A đến B trong một thời gian đã định, Nếu vận tốc ca nô tăng 

3km/h thì ca nô đến nơi sớm hơn 2 giờ. Nếu vận tốc ca nô giảm 3km/h thì ca nô đến nơi chậm 3 

giờ. Tính chiều khúc sông AB? 

 

2. Dạng 2: Bài toán liên quan đến kiến thức hình học: 

2.1. Kiến thức cơ bản: 

Hình chữ nhật: 

Gọi a, b là chiều dài, chiều rộng của hình chữ nhật. 

Gọi S, C là diện tích, chu vi của hình chữ nhật. 

 Tính chu vi hình chữ nhật: C = 2(a + b) 

 Tính diện tích hình chữ nhật: S = ab 

Hình vuông: 

Gọi a độ dài cạnh của hình vuông. 

Gọi S, C là diện tích, chu vi của hình vuông. 

 Tính chu vi hình vuông: C = 4a 

 Tính diện tích hình vuông: S = a
2
. 

2.2. Bài tập áp dụng: 
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Bài tập 1: Một mảnh đất hình chữ nhật có hiệu chiều dài  và chiều rộng là 6m. Nếu tăng mỗi 

chiều lên 2m thì diện tích sẽ tăng 64m
2
. Hỏi kích thước mỗi chiều là bao nhiêu. 

Giải 

Gọi x và y lần lượt là chiều rộng và chiều dài (0 < x, y < 30; x và y tính bằng m)

Theo bài ra ta có hệ phương trình: 

y - x = 6 y - x = 6 x = 12

(x + 2)(y + 2) - xy = 64 x + y = 30 y = 18

  
   

  

Suy ra:  

+ Chiều dài là 18m. 

+ Chiều rộng là 12m. 

Bài tập 2: Một hình chữ nhật có chu vi là 14cm và chiều dài lớn hơn chiều rộng 1cm. Hỏi độ dài 

mỗi cạnh là bao nhiêu. 

Giải 

Gọi a và b lần lượt là chiều dài và chiều rộng (điều kiện: a, b > 0, tính bằng cm)

Theo bài ra ta có hệ phương trình: 


















3b

4a

1ba

142).ba(

Bài tập 3: Một mảnh đất hình chữ nhật có tổng chiều dài và chiều rộng là 12m. Nếu thêm chiều 

dài 2m và chiều rộng 3m thì chiều dài hơn chiều rộng 5m. Tìm độ dài của mỗi chiều. 

Giải 

    Gọi m và n lần lượt là chiều dài và chiều rộng của mảnh đất(điều kiện: m, n > 0, tính bằng m).

Theo bài ra ta có hệ phương trình: 


















4n

8m

5)2n()3m(

12nm

Bài tập 4: Tính độ dài hai cạnh góc vuông của một tam giác vuông. Biết rằng nếu tăng mỗi cạnh 

lên 3cm thì diện tích tam giác đó sẽ tăng lên 36cm
2
, và nếu một cạnh giảm đi 2cm, cạnh kia giảm 

đi 4cm thì diện tích của tam giác giảm đi 26cm
2
. 

Giải 

Gọi độ dài cạnh góc vuông thứ nhất là a (cm), (a > 0). 

Độ dài cạnh góc vuông thứ hai là b (cm), (b > 0). 

Khi tăng mỗi cạnh lên 3cm thì diện tích tam giác đó sẽ tăng lên 36cm
2
 nên ta có phương trình: 

1

2
(a + 3)(b + 3) = 

1

2
ab + 36  (1) 

Khi một cạnh giảm đi 2cm, cạnh kia giảm đi 4cm thì diện tích của tam giác giảm đi 26cm
2
 nên ta 

có phương trình: 

1

2
(a - 2)(b - 4) = 

1

2
ab - 26  (2) 

Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình: 

a + b = 21

2a + b = 30





Giải hệ phương trình trên, ta được: a = 9; b = 12 

Vậy độ dài hai cạnh góc vuông là 9cm và 12 cm. 

Bài tập 5: Một mảnh đất hình chữ nhật có diện tích 360m
2
. Nếu tăng chiều rộng 2m và giảm 

chiều dài 6m thì diện tích mảnh đất không đổi. Tính chu vi của mảnh đất lúc đầu. 

Giải 

Gọi chiều rộng là a(m), (a > 0) 

Chiều dài là b(m), (b > 0) 

Mảnh đất hình chữ nhật có diện tích 360m
2
, ta có phương trình: 

ab = 360  (1) 

Khi tăng chiều rộng 2m và giảm chiều dài 6m thì diện tích mảnh đất không đổi, ta có phương 

trình: 

(a + 2)(b - 6) = ab (2) 

Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình: 
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  

ab 360

a 2 b 6 ab




  
 

Giải hệ phương trình trên ta được: a = 10; b = 36. 

Vậy chiều rộng là 10m, chiều dài là 36m.  

2.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Một mảnh vườn hình chữ nhật có diện tích là 720m
2
, nếu tăng chiều dài thêm 6m và 

giảm chiều rộng đi 4m thì diện tích mảnh vườn không đổi. Tính các kích thước của mảnh vườn. 

(Đề thi vào lớp 10 THPT, tỉnh Thái Bình năm 2005-2006) 

Đáp số: chiều dài là 30m và chiều rộng là 24m. 

Bài tập 2: Một hình chữ nhật có chu vi là 2a, a là độ dài cho trước. Nếu ta thêm vào chiều dài 

10dm và tăng chiều rộng 15dm thì diện tích tăng thêm 630dm
2
. Tính các kích thước cũ hình chữ 

nhật. 

Đáp số: x và y thứ tự là chiều dài và chiều rộng:  

x = 240 - 2a, y = 3a - 240. ( 80 < a < 120)  

Bài tập 3: Một vườn hình chữ nhật có chu vi 450m. Nếu giảm chiều dài đi 
1

5
 chiều dài cũ, tăng 

chiều rộng thêm 
1

4
 chiều rộng cũ thì chu vi vườn không đổi. Tính chiều dài, chiều rộng của khu 

vườn. 

Bài tập 4: Tính các kích thước của hình chữ nhật, biết rằng nếu tăng chiều dài 3m, giảm chiều 

rộng 2m thì diện tích không đổi. Nếu giảm chiều dài 3m, tăng chiều rộng 3m thì diện tích không 

đổi. 

Bài tập 5: Một mảnh đất hình chữ nhật có chu vi là 124m. Nếu tăng chiều dài 5m và tăng chiều 

rộng 3m thì diện tích sẽ tăng 225m
2
. Tính chiều dài và chiều rộng của mảnh đất. 

 

3. Dạng 3: Toán năng suất làm việc: 

3.1. Kiến thức cơ bản: 

Năng suất làm việc là phần công việc làm được trong một đơn vị thời gian. 

Công thức:  

A = N.T 

Trong đó:  A: Khối lượng công việc. 

  N: Năng suất làm việc. 

  T: Thời gian làm việc. 

Tổng năng suất riêng bằng năng suất chung khi cùng làm. 

Biết năng suất làm việc, thời gian hoàn thành, lượng công việc để áp dụng hợp lý. 

Năng suất lao động tăng thêm = (100% + mức năng suất %).quy định công việc. 

3.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Hai người thợ cùng làm một công việc trong 16 giờ thì xong. Nếu người thứ nhất làm 

3 giờ, người thứ hai làm 6 giờ thì chỉ hoàn thành được 25% công việc. Hỏi nếu làm riêng thì mỗi 

người hoàn thành công việc trong bao lâu? 

 Giải 

Ta có 25%= 
1

4
. 

Gọi thời gian một mình người thứ nhất hoàn thành công việc là x(x > 0; giờ) 

Gọi thời gian một mình người thứ hai hoàn thành công việc là y(y > 0; giờ) 

Trong một giờ người thứ nhất làm được 
1

x
 công việc 

Trong một giờ người thứ hai làm được 
1

y
 công việc. 

Hai người cùng làm thì xong trong 16 giờ. Vậy trong 1 giờ cả hai người cùng làm được 
1

16
công việc. 

Ta có phương trình: 
1 1 1

(1)
x y 16
   
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Người thứ nhất làm trong 3 giờ, người thứ hai làm trong 6 giờ thì 25%= 
1

4
công việc. Ta có 

phương trình 
3 6 1

x y 4
  (2) 

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 

1 1 1 3 3 3 1 1 1

x y 16 x y 16 x y 16

3 6 1 3 6 1 3 1

x y 4 x y 4 y 16

  
       

  
   

      
    

Giải ra ra được: x = 24; y = 48. 

Vậy nếu làm riêng thì người thứ nhất hoàn thành công việc trong 24 giờ. Người thứ hai hoàn 

thành công việc trong 48 giờ. 

Bài tập 2: Hai người thợ cùng sơn cửa cho một ngôi nhà thì 2 ngày xong việc. Nếu người thứ 

nhất làm trong 4 ngày rồi nghỉ người thứ hai làm tiếp trong 1 ngày nữa thì xong việc. Hỏi mỗi 

người làm một mình thì bao lâu xong công việc? 

Giải 

Gọi thời gian để một mình người thứ nhất hoàn thành công việc là x (x > 2; ngày)

Gọi thời gian để một mình người thứ hai hoàn thành công việc là y (x > 2; ngày) 

Trong một ngày người thứ nhất làm được 
1

x
công việc 

Trong một ngày người thứ hai làm được 
1

y
công việc 

Cả hai người làm xong trong 2 ngày nên trong 1 ngày cả hai người làm được 
1

2
công việc. Từ đó 

ta có phương trình: 

1

x
+ 

1

y
= 

1

2
(1) 

Người thứ nhất làm trong 4 ngày rồi người thứ hai làm trong 1 ngày thì xong công việc ta có 

phương trình: 

4 1
1

x y
  (2)  

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 

1 1 1 1 1 1

x y 2 x 6x y 2
 (tho¶ m·n ®k)

4 1 y 33 1
1

x y x 2

 
      

   
   

 

Vậy người thứ nhất làm một mình xong công việc  trong 6 ngày. Người thứ hai làm một mình 

xong công việc trong 3 ngày. 

Bài tập 3: Hai đội công nhân cùng làm một đoạn đường trong 24 ngày thì xong công việc. Mỗi 

ngày, phần việc của đội A làm nhiều gấp rưỡi đội B. Hỏi nếu làm riêng thì mỗi đội phải làm 

trong bao lâu? 

Giải 

Gọi x (ngày) là thời gian để đội A làm riêng hoàn thành công việc, 

Gọi y (ngày) là thời gian để đổi B làm riêng hoàn thành công việc, (x, y > 24). 

Mỗi ngày đội A là được 
1

x
công việc. 

Mỗi ngày đội B là được 
1

y
công việc. 

Vì mỗi ngày, phần việc của đội A làm nhiều gấp rưỡi đội B nên ta có phương trình: 
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1 3 1

.
x 2 y
  (1) 

Hai đội cùng làm chung thì trong 24 ngày làm xong công việc, nên ta có phương trình: 

 
1 1 1

x y 24
   (2) 

Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình: 

 

1 3 1
.

x 2 y

1 1 1

x y 24






  


 

Giải hệ phương trình trên, ta được: x = 40; y = 60. 

Vậy đội A làm riêng thì trong 40 ngày sẽ xong công việc, đội B làm riêng sẽ làm xong công việc 

trong 60 ngày. 

Bài tập 4: Hai đội xây dựng làm chung một công việc và dự định hoàn thành trong 12 ngày. 

Nhưng  làm chung được 8 ngày thì đội I được điều động đi làm việc khác. Tuy chỉ còn một mình 

đội II làm việc, do cải  tiến cách làm năng suất của đội hai tăng gấp đôi, nên họ đã làm xong 

phần việc còn lại trong 3,5 ngày. Hỏi năng suất ban đầu, nếu mỗi đội làm một mình thì phải 

trong bao nhiêu ngày mới xong công việc trên. 

 Giải 

Gọi thời gian để đội I làm một mình xong công việc là x (ngày), (x > 12) 

Gọi thời gian để đội II làm một mình xong công việc là y (ngày), (y > 12) 

Mỗi ngày đội I là được 
1

x
 công việc. 

Mỗi ngày đội II là được 
1

y
 công việc. 

Hai đội cùng làm thì hoàn thành công việc trong 12 ngày và làm được ta có phương trình: 

 
1 1 1

x y 12
   (1) 

Hai đội cùng làm trong 8 ngày được 
8 2

12 3
  công việc. Do cải tiến nên đội II đã làm tăng gấp đôi 

và được 
2

y
 công việc và hoàn thành công trong 3,5 ngày. Ta có phương trình: 

 
2 2 7

. 1
3 y 2
   (2) 

Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình: 

 

1 1 1

x y 12

y 21


 


 

 

Giải hệ phương trình trên, ta được: x = 28; y = 21. 

Vậy đội I làm một mình xong công việc trong 28 ngày, đội II làm một mình xong công việc 

trong 21 ngày. 

Bài tập 5: Hai thợ xây cùng xây một bức tường thì trong 7 giờ 12 phút là xong công việc. Nếu 

người thứ nhất xây trong 5 giờ, người thứ hai xây trong 6 giờ thì cả hai người xây được 
3

4
 bức 

tường. Hỏi nếu làm một mình thì mỗi thợ xây phải mất bao lâu mới xây xong bức tường. 

 Giải 

Gọi thời gian để người thợ thứ nhất một mình làm xong công việc là x (giờ), (x > 0) 

Gọi thời gian để người thợ thứ hai một mình làm xong công việc là y (giờ), (y > 0) 

Trong một giờ người thứ nhất xây được 
1

x
 công việc. 
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Trong một giờ người thứ hai xây được 
1

y
công việc. 

Cả hai người cùng làm thì trong một giờ xây được 
36

5
công việc, nên ta có phương trình: 

1 1 36

x y 5
  (1) 

Người thứ nhất xây trong 5 giờ được 
5

x
bức tường. 

Người thứ hai xây trong 6 giờ được 
6

y
bức tường 

Vì cả hải xây được 
3

4
bức tường, nên ta có phương trình: 

5 6 3

x y 4
  (2) 

Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình: 

1 1 36

x y 5

5 6 3

x y 4


 



  


Giải hệ phương trình trên, ta được: x = 12; y = 18. 

Vậy người thợ thứ nhất một mình xây xong bức tường trong 12 giờ, người thợ thứ hai một mình 

xây xong bức tường trong 18 giờ. 

3.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Hai người thợ quét vôi cùng làm chung thì sau 12 giờ xng công việc. Sau khi làm 

chung 8 giờ thì một người phải đi làm việc khác nên người còn lại phải làm nốt trong 5 giờ nữa 

mới xong. Hỏi nếu làm một mình thì mỗi người phải làm mấy giờ mới xong. 

Bài tập 2: Hai người thợ cùng làm một công việc thì xong trong 18 giờ. Nếu người thứ nhất làm 

trong 4 giờ, người thứ hai làm trong 7 giờ thì được 
1

3
công việc. Hỏi mỗi người làm một mình 

thì mất bao lâu sẽ xong công việc? 

Bài tập 3: Để hoàn thành một công việc hai tổ phải làm trong 6 giờ. Sau 2 giờ làm chung thì tổ 

hai được điều đi làm việc khác. Tổ một đã hoàn thành công việc còn lại trong 10 giờ. Hỏi nếu 

mỗi tổ làm riêng  thhì bao lâu xong công việc đó? 

Bài tập 4: Hai đội công nhân cùng đào một con mương. Nếu họ cùng làm thì trong 2 ngày sẽ 

xong công việc. Nếu làm riêng thì đội haihoàn thành công việc nhanh hơn đội một là 3 ngày. Hỏi 

nếu làm riêng thì mỗi đội phải làm trong bao nhiêu ngày để xong công việc? 

Bài tập 5: Hai chiếc bình rỗng giống nhau có cùng dung tích là 375 lít. ậ mỗi binmhf có một vòi 

nước  chảy vào và dung lượng nước chảy trong một giờ là như nhau. Người ta mở cho hai vòi 

cùng chảy vào bình nhưng sau 2 giờ thì khoá vòi thứ hai lại và sau 45 phút mới tiếp tục mở lại. 

Để hai bình cùng đầy một lúc người ta phải tăng dung lượng vòi  thứ hai thêm 25 lít/giờ. Tính 

xem mỗi giờ vòi thứ nhất chảy được bao nhiêu lít nước. 

Bài tập 6: Hải và Sơn  cùng làm một công việc trong 7 giờ 20 phút thì xong. Nếu Hải làm trong 

5 giờ và  Sơn làm  trong 6 giờ thì cả hai làm được 
4

3
  khối lượng công việc. Hỏi mỗi người làm  

công  việc đó  trong mấy giờ thì  xong. 

4. Dạng 4: Toán chảy chung, chảy riêng của vòi nƣớc: 

4.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải 

Bước 1: Tìm lượng nước chảy chung của hai vòi. 

Lượng nước chảy riêng của mỗi vòi vào bể hoàn thành.

Lập phương trình lượng nước. 

Bước 2: Thời gian hai vòi chảy đầy bể. 
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 Thời gian chảy riêng hoàn thành của mỗi vòi. 

 Lập phương trình thời gian chảy đầy bể. 

Bước 3: Giải hệ phương trình. 

4.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Hai vòi nước chảy chung vào một bể thì sau 4
5

4
 giờ đầy bể. Mỗi giờ lượng nước của 

vòi I chảy được bằng 1
2

1
 lượng nước chảy được  của vòi II. Hỏi  mỗi vòi chảy riêng thì trong 

bao lâu đầy bể. 

 Giải 

Gọi thời gian để vòi I chảy  một mình đầy bể là x, ( giờ), x > 
5

24
. 

Gọi thời gian để vòi II chảy  một mình đầy bể là y, ( giờ), y > 
5

24
. 

Trong 1 giờ vòi I và vòi II  chảy được lượng nước tương ứng là: 
1

x
, 

1

y
 ( bể ). 

Vì hai vòi cùng chảy sau 
5

24
 thì đầy bể do đó ta có phương trình (1):   

1

x
 + 

1

y
 = 

24

5
  

Vì trong 1 giờ lượng nước chảy được của vòi I bằng 
3

2
 lượng nước chảy được của vòi II do đó ta 

có phương trình (2): 
1

x
 = 

2

3
. 

1

y
    

Theo bài ra ta có hệ phương trình:  

 

1 1 5
+ =

x y 24

1 3 1
= . .

x 2 y








 

Giải  hệ phương trình ta được: 
x = 8

y = 12





 

Vậy vòi I chảy  một mình đầy bể trong 8 giờ, Vòi II chảy một mình đầy bể trong 12 giờ. 

Bài tập 2: Hai vòi  nước cùng chảy vào một bể sau 1 giờ 20 phút thì đầy bể. Nếu mở vòi thứ 

nhất chảy trong 10 phút và vòi thứ  hai chảy trong 12 phút thì đầy 
15

2
 bể. Hỏi nếu mỗi vòi chảy 

một mình thì bao lâu mới đầy bể. 

 Giải 

Gọi thời gian để Vòi thứ nhất chảy  một mình đầy bể là x, ( phút), x > 80. 

Gọi thời gian để Vòi thứ hai chảy  một mình đầy bể là y, ( phút), y > 80. 

Công suất tính theo phút của  Vòi thứ nhất là: 
1

x
 (bể), vòi thứ hai là 

1

y
 (bể). 

Vì hai vòi cùng chảy sau 1 giờ 20 phút = 80 Phút, thì đầy bể do đó ta có phương trình: 

 
1

x
 + 

1

y
 = 

80

1
   (1) 

Sau 10 phút Vòi 1 chảy được: 10. 
1

x
 (bể). 

Sau 12 phút Vòi 2 chảy được: 12. 
1

y
 (bể) 

Vì nếu mở vòi thứ nhất chảy trong 10 phút và vòi thứ  hai chảy trong 12 phút thì đầy 
15

2
 bể do 

đó ta có phương trình: 
10

x
 + 

12

y
 = 

15

2
 (2) 
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Theo bài ra ta có hệ phương trình:  

1 1 1
+ =

x y 80

10 12 2
+ =

x y 15








Giải hệ phương trình ta được: x = 120 phút, y = 240 phút. 

Vậy thời gian vòi 1 chảy đầy bể là 120 phút, vòi 2 là 240 phút. 

Bài tập 3: Hai vòi nước cùng chảy thì sau 5 giờ 50 phút sẽ đầy bể, Nếu để hai vòi cùng chảy 

trong 5 giờ rồi khoá vòi thứ nhất lại thì vòi thứ hai phải chảy trong 2 giờ nữa mới đầy bể. Tính 

xem nếu để mỗi vòi chảy một mình thì trong bao lâu sẽ đầy bể? 

Giải 

Gọi thời gian để vòi 1 chảy đầy bể là x (giờ), (x > 0) 

Gọi thời gian để vòi 2 chảy đầy bể là y (giờ), (y > 0) 

Trong 1 giờ, vòi 1 chảy được 
1

x
bể và vòi 2 chảy được 

1

y
bể. 

Ta có: 5 giờ 50 phút = 5 + 
50

60
= 

35

6
giờ. 

Theo bài ra, ta có hệ phương trình: 

1 1 6

x y 35

1 1 2
5 1

x y y


 



       

Giải hệ phương trình trên, ta được: x = 10 và y = 14. 

Vậy vòi 1 chảy một mình trong 10 giờ đầy bể, vòi 2 chảy một mình trong 14 giờ đầy bể. 

Bài tập 4: Hai vòi nước cùng chảy vào một cái bể không  có nước trong 4 giờ 48 phút sẽ đầy bể. 

Nếu mở vòi thứ nhất trong 3 giờ và vòi thứ hai trong 4 giờ thì được 
3

4
bể nước. Hỏi mỗi vòi 

chảy một mình trong bao lâu thì mới đầy bể? 

Giải 

Gọi thời gian để vòi 1 chảy đầy bể là x (giờ), (x > 0) 

Gọi thời gian để vòi 2 chảy đầy bể là y (giờ), (y > 0) 

Trong 1 giờ, vòi 1 chảy được 
1

x
bể và vòi 2 chảy được 

1

y
bể. 

Ta có: 4 giờ 48 phút = 4 + 
4

5
= 

24

5
giờ. 

Theo bài ra, ta có hệ phương trình: 

1 1 5

x y 24

3 4 3

x y 4


 



  


Giải hệ phương trình trên, ta được: x = 12 và y = 8. 

Vậy vòi 1 chảy một mình trong 12 giờ đầy bể, vòi 2 chảy một mình trong 8 giờ đầy bể. 

Bài tập 5: Hai vòi nước cùng chảy vào một bể nước cạn thì sau 
24

5
giờ đầy bể. Nếu lúc đầu chỉ 

mở vòi thứ nhất và 9 giờ sau mới mở thêm vòi thứ hai thì sau 
6

5
giờ nữa mới đầy bể. Hỏi nếu 

ngay từ đầu chỉ mở vòi thứ hai thì sau bao lâu mới đầy bể? 

Giải 
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Gọi x và y là thời gian vòi I và Vòi II chảy một mình đầy bể (0 < x, y < 
24

5
) 

Trong 1 giờ 1 chảy được 
1

x
 bể  

Trong 1 giờ 2 chảy được 
1

y
 bể  

Trong 1 giờ, cả 2 vòi chảy được 
5

24
 bể  

Ta có phương trình:  
1 1 5

x y 24
   (1) 

Trong 9 giờ vòi I chảy được 
9

x
 bể 

Trong 6/5 giờ vòi II chảy được 
6

5y
 bể 

Ta có phương trình:  
9 6

1
x 5y
   (2) 

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình: 

 

1 1 5

x y 24

9 6
1

x 5y


 



  


 

Giải hệ phương trình trên, ta được:  
312

y
35

  giờ 

Vậy nếu ngay từ đầu chỉ mở vòi thứ hai thì sau 
312

35
 giờ giờ đầy bể. 

4.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Có hai vòi nước chảy vào bể chứa hình hộp chữ nhật có chiều cao 2m. Nếu mở cả hai 

vòi cùng chảy thì sau 12 giờ bể đầy. Người ta mở cả hai vòi cho chảy trong 4 giờ thì khoá vòi thứ 

hai lại và để vòi thứ nhất chảy tiếp thì trong 14 giờ nữa mới đầy bể. 

a) Hỏi nếu để chảy một mình thì mỗi vòi chảy bao nhiêu lâu mới đầy bể ? 

b) Biết mỗi giờ vòi thứ nhất chảy được 8000 lít và đầy bể là hình chữ nhật có chiều dài hơn chiều 

rộng 6m và chiều cao của bể là 2m. Tính kích thước của bể ? 

Bài tập 2: Hai vòi nước cùng chảy vào một bể lớn thì sau 10 sẽ đầy bể. Nếu vòi thứ nhất chảy 

trong 6 giờ và vòi thứ hai chảy trong 3 giờ thì bể chỉ đầy được 
2

5
 bể. Hỏi mỗi vòi nếu chảy một 

mình thì phải mất bao lâu mới đầy bể. 

 

5. Dạng 5: Toán tìm số: 

5.1. Kiến thức cơ bản: 

Cách viết số trong hệ thập phân của số tự nhiên: 

 Số có hai chữ số: ab =10a + b  

 Số có ba chữ số: abc =100a +10b +c  

 Số có ba chữ số: abcd =1000a +100b +10c +d  

Quan hệ chia hết và chia có dư: 

 Số a chia cho b bằng c và có số dư là r, được viết lại là: a = b.c + r. 

 Nếu a chia hết cho b thì số dư r = 0. 

 Nếu a không chia hết cho b thì số dư r ≠ 0. 

5.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho một số tự nhiên, nếu cộng số đó với 2 và nhân với chính số đó thì được kết quả là 

48. Tìm số đó. 

 Giải 
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Gọi số tự nhiên cần tìm là n (0 < n< 48).

Theo bài ra ta có: 

   n(n +2) = 48 

 n = -8(loại) và n =6. 

Vậy số tự nhiên cần tìm là 6. 

Bài tập 2: Tìm số tự nhiên có hai chữ số. Biết rằng tổng của hai chữ số bằng 12. Chữ số hàng 

đơn vị bằng 3 lần chữ số hàng chục. Só đó là. 

Giải 

Điều kiện: 0 < a, b < 9; a và b là số tự nhiên.

Theo bài ra ta có hệ phương trình: 


















9b

 3a

a3b

12ba

Vậy số cần tìm là 39. 

́Bài tập 3: Tìm hai số tự nhiên , biết tô ̉ng của chung bằng 1006 và lấy số lớn chia số nhỏ thì được 

thương là 2 và số dư 124 

Giải 

̀Gọi x là số lớn và y là số nhỏ . Điêu kiêṇ : x, y  N, x > y. 

Tổng hai số: x + y = 1006 

Phép chia có dư: x = 2y +124  x – 2y = 124 

Ta có hê ̣phương trình: 

x y 1006

x 2y 124

 


 

Giải hệ trên, ta được: x = 712; y = 294. 

Vậy số lớn là 712, số bé là 294. 

Bài tập 4: Tổng các chữ số của 1 số có hai chữ số là 9. Nếu thêm vào số đó 63 đơn vị thì số thu 

được cũng viết bằng hai chữ số đó nhưng theo thứ tự ngược lại. Hãy tìm số đó? 

Giải  

Gọi chữ số hàng chục là x 9,(0 < x  x N) 

Chữ số hàng đơn vị là y, (0<y 9,y N) 

Vì tổng 2 chữ số là 9 ta có x + y = 9   (1) 

Số đó là xy =10x + y

Số viết ngược lại là yx =10y + x

Vì thêm vào số đó 63 đơn vị thì được số viết theo thứ tự ngược lại ta có  

xy + 63 = yx

10x + y + 63 = 10y + x

9x - 9y = -63 (2)





     

                             

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình 
x + y = 9

9x -9y = -63





Giải hệ trên, ta được: x = 1; y = 8. 

Vậy số phải tìm là 18. 

Bài tập 5: Tìm tất cả các số tự nhiên có hai chữ số, biết rằng chữ số hàng đơn vị  nhỏ hơn chữ số 

hàng  chục là 2 và tích của hai chữ số đó của nó luôn lớn hơn tổng hai chữ số của nó là 34. 

Giải 

Gọi chữ số phải tìm là ab ; 0 ≤ a,b ≤ 9, a ≠ 0. 

Vì chữ số hàng đơn vị  nhỏ hơn chữ số hàng  chục là 2 do đó ta có phương trình:  

a – b = 2   (1) 

Vì tích của hai chữ số đó của nó luôn lớn hơn tổng hai chữ số của nó là 34, do đó ta có phương 

trình:  

a.b – ( a + b) = 34 (2) 

Theo bài ra ta có hệ phương trình:  
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a - b = 2

a.b - (a + b) = 34





  

Giải hệ phương trình ta được: a = 8; b = 6 

Vậy số phải tìm là 86. 

Bài tập 6: Cho một số có hai chữ số. Tìm số đó, biết rằng tổng hai chữ số của nó nhỏ hơn số đó 

6 lần, nếu thêm  25  vào tích của hai chữ số đó sẽ được một số theo thứ tự ngược lạivới số đẵ 

cho. 

 Giải 

Gọi chữ số phải tìm là xy ; x, y nguyên dương, (0 ≤ x, y ≤9, x ≠ 0. 

Vì tổng hai chữ số của nó nhỏ hơn số đó 6 lần do đó ta có phương trình: 6 ( x + y ) = xy . 

Vì nếu thêm 25 vào tích của hai chữ số đó sẽ được một số theo thứ tự ngược lạivới số đẵ cho do 

đó ta có phương trình: xy  + 25 =  yx . 

Theo bài ra ta có hệ phương trình: 
6(x + y) = xy

xy + 25 = yx





  

Giải hệ phương trình ta được 
x = 5

y = 4





 

Vậy số phải tìm là 54. 

5.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Tổng chữ số hàng chục và hai lần chữ số hàng đơn vị của một số có hai chữ số là 18. 

Nếu đổi chỗ hai chữ số cho nhau thì được một số lớn hơn ban đầu là 54. Tìm số ban đầu. 

Bài tập 2: Tìm số có hai chữ số, biết rằng chữ số hàng đơn vị gấp ba chữ số hàng chục và khi 

chia số đó cho tổng các chữ số thì được thương là 3 và dư 3. 

Bài tập 3: Tổng hai số bằng 51. Tìm hai số đó biết rằng 
2

5
 số thứ nhất thì bằng 

1

6
 số thứ hai. 

Bài  tập 4: Tìm một số tự  nhiên có hai chữ số, biết tổng các chữ số của nó là 7. Nếu đổi chỗ hai 

chữ số hàng đơn vị và hàng chụccho nhau thì số đó giảm đi 45 đơn vị. 

Bài tập 5: Tìm hai số hơn kém nhau 5 đơn vị và tích của chúng bằng 150. 

Bài  tập 6: Tìm số tự nhiên có 2 chữ số. Biết rằng số đó bằng lập phương của số tạo bởi chữ số 

hàng vạn và chữ số hàng nghìn của số đã cho theo thứ tự đó. 

Bài tập 7: Tổng của hai chữ số hàng đơn vị và 2 lần chữ số hàng chục của một số có hai chữ số 

bằng 10. Nếu đổi chỗ hai chữ số cho nhau thì được số mới nhỏ hơn số ban đầu là 18 đơn vị. Tìm 

số ban đầu? 

 

6. Dạng 6: Toán sử dụng kiến thức vật lý, hóa học: 

6.1. Kiến thức cơ bản: 

Tính khối lượng riêng của vật: 

m
D

V
  

D: Khối lượng riêng, m: Khối lượng, V: Thể tích. 

Công thức tính thành phần phần trăm của chất có trong dung dịch: 

ct

dd

m
C% .100%

m
  

C%: Nồng độ phần trăm, mct: Khối lượng chất tan, mdd: Khối lượng dung dịch. 

6.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Một dung dịch chứa 30% axit nitơric (tính theo thể tích) và một dung dịch khác chứa 

55% axit nitơric. Cần phải trộn thêm bao nhiêu lít dung dịch loại 1 và loại 2 để được 100lít dung 

dịch 50% axit nitơric? 

 Giải 

Gọi x, y theo thứ tự là số lít dung dịch  loại 1 và 2 (x, y > 0) 

Lượng axit nitơric chứa trong dung dịch  loại 1 là 
30

x
100

và loại 2 là 
55

y
100
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Ta có hệ phương trình: 

x + y = 100

30 55
x + y = 50

100 100







Giải hệ này ta được: x = 20; y = 80 

Vậy số lít dung dịch loại 1 là 20 lít, số lít dung dịch loại 2 là 80 lít. 

Bài tập 2: Một hợp kim gồm đồng và kẽm có khối lượng 124,5 gam. Tính khối lượng đồng và 

kẽm trong hợp kim, biết rằng khối lượng riêng của đồng là 8900kg/m
3
, của kẽm là 7100kg/m

3
 và 

của hợp kim là 8300kg/m
3
. 

Giải 

Gọi x, y là lần lượt là khối lượng của đồng và kẽm có trong hợp kim. 

Điều kiện: 0 < x, y < 124,5. 

Vì khối lượng của đồng và kẽm là 124,5gam nên ta có phương trình: 

x + y = 124,5   (1) 

Thể tích của đồng và kẽm cũng là thể tích của hợp kim, ta có phương trình: 

x y 124,5
+ =

8900 7100 8300
(2) 

Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình: 







x + y = 124,5

x y 124,5
+ =

8900 7100 8300
Giải hệ phương trình trên, ta được: x = 89, y = 35,5. 

Vậy khối lượng của đồng là 89 gam, của kẽm là 35,5 gam. 

6.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Một vật có khối lượng 124g và thể tích 15 cm
3
 là hợp kim của đồng và kẽm. Tính 

xem trong đó có bao nhiêu gam đồng và bao nhiêu gam kẽm, biết rằng cứ 89g đồng thì có thế 

tích là 10cm
3
 và 7g kẽm có thể tích là 1 cm

3
. 

Bài tập 2: Người ta hoà lẫn 7kg chất lỏng I với 5 kg chất lỏng II thì được một hỗn hợp có khối 

lượng riêng 60 kg/m3. Biết khối lượng riêng của chất lỏng I lớn hơn khối lượng riêng của chất 

lỏng II là 200 kg/m3. Tính khối lượng riêng của mỗi chất lỏng. 

7. Dạng 7: Toán dân số, phần trăm: 
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7.1 Kiến thức cơ bản: 

Gọi a là số dân được biết trước.  

Khi đó:  

 Nếu tăng dân số thêm b%  thì ta có số dân sau khi tăng là: a + ab%. 

 Nếu giảm dân số b% thì ta có số dân sau khi giảm là: a - ab%. 

Gọi x là số tiền được gửi cố định, với lãi suất gửi số tiền x là y%/ tháng và không thay đổi lãi 

suất. 

Khi đó:  

 Số tiền tính được trong một tháng là: x + x.y% 

 Số tiền tính được trong hai tháng là: x + (x +x.y%).y% 

 Tương tự như vậy, ta tính được số tiền gửi trong một năm. 

7.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Năm ngoái, hai đơn vị sản xuất nông nghiệp thu hoạch được 720 tấn thóc. Năm nay, 

đơn vị thứ nhất làm vượt mức 15%, đơn vị thứ hai làm vượt mức 12% so với năm ngoái. Do đó 

cả hai đơn vị thu hoạch được 819 tấn thóc. Hỏi năm ngoái mỗi đơn vị thu hoạch được bao nhiêu 

tấn thóc? 

 Giải 

Gọi x (tấn) là số tấn thóc thu hoạch được năm ngoái của đơn vị 1, (x > 0) 

Gọi y (tấn) là số tấn thóc thu hoạch được năm ngoái của đơn vị 2, (y > 0)  

Năm ngoái cả hai đội thu hoạch được 720 (tấn) ta có phương trình: 

 x + y = 720   (1) 

Năm nay đội 1 thu hoạch được 115% (tấn) thóc, đội 2 thu hoạch được 112% (tấn) thóc, tổng 2 

đội thu hoạch được 819(tấn) ta có phương trình:   

 115% x + 112% y = 819  (2) 

Từ (1) và (2) ta có hệ phương trình:  

 

x y 720

115 112
x y 819

100 100

 



 


 

Giải hệ phương trình trên, ta được: x = 420; y = 300. 

Vậy đơn vị 1 thu hoạch được 420 tấn thóc, đơn vị 2 thu được 300 tấn thóc. 

Bài tập 2: Bài tập 1: Hai tổ sản xuất phải hoàn thành 90 sản phẩm. Tổ I vượt mức 15% kế hoạch 

của tổ. Tổ II vượt mức 12% kế hoạch của tổ. Do đó, cả hai tổ làm được 102 sản phẩm. Hỏi theo 

kế hoạch mỗi tổ phải làm bao nhiêu sản phẩm. 

 Giải 

Gọi số sản phẩm phải làm theo kế hoạch của tổ I là x, (x > 0) 

Gọi số sản phẩm phải làm theo kế hoạch của tổ II là y, (y > 0) 

Số sản phẩm của hai tổ phải hoàn thành là: 

 x + y = 90      (1) 

Vì tổ I vượt mức 15% kế hoạch của tổ và tổ II vượt mức 12% kế hoạch của tổ. Do đó, cả hai tổ 

làm được 102 sản phẩm. 

Ta có phương trình: 

x + 15%x + y + 12%y = 102 hay 
15 12

x y 12
100 100

    (2) 

Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình: 

 

x y 90

15 12
x y 12

100 100

 



 


 

Giải hệ phương trình trên, ta được: x = 40; y = 50. 

Vậy tổ I làm được 40 sản phẩm, tổ II làm được 50 sản phẩm. 

Bài tập 3: Hai đội công nhân được giao cùng thực hiện một kế hoạch là trong một tháng được 

300 dụng cụ. Trong 3 tuần đầu, đội I làm được 90% số dụng cụ được giao, đội II làm được 60% 

số dụng cụ được giao và cả hai đội làm được 80% kế hoạch đã đề ra. Tính số dụng cụ mỗi đội 

được giao ?(1 tháng bằng 30 ngày) 

 Giải 
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Gọi số dụng cụ đội 1 được giao là x, số dụng cụ đội 2 được giao là y, (x, y > 0) 

Ta có phương trình: x + y = 300  (1) 

Số dụng cụ đội 1 làm được trong 3 tuần là 0,9x 

Số dụng cụ đội 2 làm được trong 3 tuần là 0,6y 

Số dụng cụ 2 đội lam được là 80% = 240 

Ta có phương trình: 0.9x + 0.6y = 240 (2) 

Từ (1) và (2), ta có hệ phương trình: 

x y 300

0,9x 0,6y 240

 


 

Giải hệ phương trình trên, ta được: x = 200; y = 100. 

Vậy số dụng cụ đội 1 làm được là 200, số dụng cụ đội 2 làm được là 100. 

Bài tập 4: Trong tháng đầu hai tổ công nhân sản xuất được 800  chi tiết máy. Sang tháng thứ hai 

tổ  vượt mức 15%, tổ II sản xuất vượt mức 20%, do đó cuối tháng cả hai tổ sản xuất được 945 chi 

tiết máy. Hỏi rằng trong tháng đầu, mỗi tổ công nhân sản xuất được bao nhiêu chi tiết máy. 

Giải 

Gọi số chi tiết sản xuất được trong tháng đầu  của Tổ I là x (x nguyên dương), 0 < x <  800.

Gọi số chi tiết sản xuất được trong tháng đầu  của Tổ II là y (y nguyên dương), 0 < y < 800.

Vì trong tháng đầu hai tổ sản xuất được 800 chi tiết máy do đó ta có phương  trình: 

x + y = 800 (1) 

Vì trong tháng thứ hai Tổ I  vượt mức 15%, Tổ II sản xuất vượt mức 12%, cả hai tổ sản xuất 

được 945 chi tiết máy do đó ta có phương trình là:  

x + 
100

15x
+ y + 

100

20x
= 945  

100

115
x + 

100

112
y = 945 (2) 

Theo bài ra ta có hệ phương trình:     

x + y = 800

115 112
x + y = 945

100 100







Giải hệ phương trình ta được: x = 300, y = 500. 

Vậy trong tháng đầu tổ I sản xuất được 300 chi tiết máy, tổ II sản xuất được 500 chi tiết máy.

Bài tập 5: Năm ngoái dân số của hai tỉnh A và B là 4 triệu người. Dân số tỉnh A năm  nay tăng 

1,2 % còn tỉnh B tăng 1,1 %, tổng dân số của hai tỉnh năm nay là 4 045 000 người. Tính dân số 

của mỗi tỉnh năm ngoái và năm  nay. 

Giải 

Gọi  dân số năm ngoái của tỉnh A là x (x nguyên dương), x < 4 triệu. 

Gọi  dân số năm ngoái của tỉnh B là y (y nguyên dương), y < 4 triệu 

Vì dân số  năm ngoái của hai tỉnh năm ngoái là 4 triệu do đó ta có phương  trình: 

x + y = 4  (1) 

Vì dân số năm nay của tỉnh A năm nay tăng 1,2%, tỉnh B tăng 1,1 % do đó ta có phương trình là: 

       
1, 2x

100
+ 

1,1y

100
= 0, 045  (2) 

Theo bài ra ta có hệ phương trình:  

x + y = 4

1, 2x 1,1y
+ = 0, 045

100 100







Giải hệ phương trình ta được: x = 1012000; y = 3033000. 

Vậy dân số của tỉnh A năm nay là 1 012 000 người, tỉnh B là 3 033 000 người. 

7.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Hai trường A và B của một thị trấn có 210 học sinh thi đỗ vào lớp 10, với tỉ lệ trúng 

tuyển 84%. Tính riêng thì trường A đỗ 80%, trường B đỗ 90%. Tính xem mỗi trường có bao 

nhiêu học sinh lớp 9 dự thi. 

Bài tập 2: Theo kế hoạch hai tổ phải làm 110sản phẩm. Khi thực hiện tổ 1 tăng năng suất 14%, 

tổ 2 tăng 10% nên đã làm được 123sản phẩm. Tính số sản phẩm theo kế hoạch của mỗi tổ? 
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Bài tập 3: Hai số tiền được gửi tiết kiệm. Số tiền thứ nhất được gửi trong 9 tháng với lãi suất 6% 

một năm (12 tháng). Số tiền thứ hai được gửi trong 7 tháng với lãi suất 5% một năm (12 tháng); 

sau thời gian gửi tiết kiệm, số tiền lãi phát sinh bằng nhau. Tổng hai số tiền kể cả tiền lãi là 

9210500 đồng. Hỏi hai số tiền đó là bao nhiêu? 

Bài tập 4: Theo kế hoạch hai tổ sản xuất 600 sản phẩm trong một thời gian nhất định. Do áp 

dụng kĩ thuật mới nên tổ I đã vượt mức 18% và tổ II vượt mức 21%. Vì vậy trong thời gian quy 

định họ đã hoàn thành vượt mức 120 sản phẩm. Hỏi số sản phẩm được giao của mỗi tổ theo kế 

hoạch? 

Bài tập 5: Trong tháng đầu hai tổ công nhân sản xuất được 300 chi tiết máy. Sang tháng thứ hai 

tổ I sản xuất vượt mức 15%, tổ II sản xuất vượt mức 20% do đó cuối tháng cả hai tổ sản xuất 

được 352 chi tiết máy. Hỏi rằng trong tháng đầu mỗi tổ sản xuất được bao nhiêu chi tiết máy. 
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CHUYÊN ĐỀ 18 

BẤT PHƢƠNG TRÌNH VÀ HỆ BẤT PHƢƠNG TRÌNH 

I. BẤT PHƢƠNG TRÌNH: 

Bất phương trình một ẩn là một mệnh đề chứa biến x so sánh hai hàm số f(x) và g(x) trên số 

thực R là một trong các dạng sau: 

f(x) < g(x), f(x) > g(x), f(x) ≤ g(x), f(x) ≥ g(x) 

Tập hợp tất cả các nghiệm của bất phương trình được gọi là tập nghiệm của bất phương trình 

hay còn có thể gọi là nghiệm của bất phương trình. 

Ví dụ: Giải bất phương trình: 4x+ 2 > 0. 

Bất phương trình trên có nghiệm đúng với mọi số thực x > -
2

1
hay x >

2

1
.  

Tập nghiệm của bất phương trình là {xR| x > -0,5 } = (05; ) 

1. Bất phƣơng trình bậc nhất một ẩn: 

1.1. Kiến thức cơ bản: 

Dạng bất phương trình: ax + b > 0 (hoăc <, , ), với a ≠ 0.

Giải và biện luận dạng: ax + b > 0.  

      ax + b > 0 

ax > -b . 

b
x > -

a
 . 

Nếu a > 0 thì  
b

x > -
a

. Tập nghiệm của bất phương trình là S = 
b

- ;
a

 
 

 

Nếu a < 0 thì 
b

x < -
a

. Tập nghiệm của bất phương trình là S = 
b

;-
a

 
 
 

Nếu a = 0 thì 0x < -b.  

Do đó: 

Khi b > 0  thì bất phương trình thỏa với mọi x hay S = R.

Khi b < 0 thì bất phương trình vô nghiệm hay S = . 

Chú ý: 

Điều kiện cần để ax + b > 0 vô nghiệm với mọi x là a = 0 và b ≠ 0.

Điều kiện để ax + b > 0 có nghiệm là 0,a hay a = 0, b > 0. 

Lưu ý:  Ta có thể viết: 
b b b

x > - = x R | x > - = - ; +
a a a

   
    

   

Ta có thể viết: 
b b b

x < - = x R | x < - = - ; -
a a a

   
    

   

Sử dụng một trong hai cách viết trên đều đúng. 

- Dấu của nhị thức bậc nhất: 

Dạng nhị thức: f(x) = ax + b, (b  0) 

Bảng xét dấu của nhị thức: 

x -   
b

-
a

+ 

ax + b  Trái dấu với a 0 Cùng dấu với a

1.1. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải các bất phương trình sau: 

a )  3 ( 4 x 1 ) 2 ( 5 x 2 ) 4 ( x 1 )

3 x 1 3 ( x 2 ) 5 3 x
b )  1

4 8 2

    

  
  

Giải 

a) Ta có: 
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     3(4x 1) 2(5x 2) 4(x 1)      

 12x + 3 - 10x - 4  4x + 4 

 -2x  5 

 
5

x
2

  

Vậy tập nghiệm  của bất phương trình là 
5

S ;  +
2

 
 
 

. 

b) Ta có:  

     
3x 1 3(x 2) 5 3x

1
4 8 2

  
    

    2 3x 1 3(x 2) 8 4 5 3x       

 6x - 1 - 3x + 6 - 8  20 - 12x 
15x 23

23
x

15

 

 
 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là 
23

S ;  +
15

 
 
 

. 

Bài tập 2: Giải các bất phương trình sau: 

2 2

a) 3x 5 2(x 1) x

b) (x 2) (x 2) 2 8x

   

    
 

 Giải 

a) Ta có: 

     3x 5 2(x 1) x     

 3x - 5 > 2x - 1 - x 

 2x > 4 

 x > 2 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là  S 2;  +  . 

b) Ta có:  

    
2 2(x 2) (x 2) 2 8x      

 8x  2 - 8x 

 16x  2 

1
x

8
   

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là 
1

S ;  +
8

 
 
 

 

Bài tập 3: Giải các bất phương trình sau:  

2

x 3 x 1 x 2
a) 1 x

4 4 3

b) x 4x 0

  
   

 

 

 Giải 

a) Ta có: 

x 3 x 1 x 2
1 x

4 4 3

  
     

 12 + 12x - 3x + 9  3x + 3 - 4x + 8 

 10x  -10 

 x 1   

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là  S= -1; +  

b) Ta có:  
2x 4x 0   
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 x(x - 4)  0 

x 0 x 4   

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là    S= ;  0 4;  +   . 

Bài tập 4: Giải các bất phương trình sau: 
2

2 2

a) x 5x 6 0

(3x 2) (2x 1)
b) x(x 1)

3 2

  

 
  

Giải 

a) Ta có: 
2x 5x 6 0  

   x 3 x 2 0  

 2 x 3 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là  S 2;  3 . 

b) Ta có:  

    
2 2(3x 2) (2x 1)

x(x 1)
3 2

 
  

 2(3x - 2)
2
 - 3(2x + 1)

2
  6x(x + 1) 

 18x
2
 - 24x + 8 - 12x

2
 - 12x - 3  6x

2
 + 6x 

 - 42x  - 5 

5
x

42
 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là 
5

S ;  +
42

 
 
 

. 

Bài tập 5: Giải các bất phương trình: 

a) 
x + 2

- x +1> x +3
3

b) 
x +1 x + 2 x +3 x

+ + 1+
2 3 4 2



Giải 

a) Ta có: 

      
x + 2

- x +1 > x +3
3

x + 2 -3x + 3 > 3x + 9

5x < -4

4
x < -

5







Vậy tập nghiệm của bất phương trình là S = 
4

;
5

 
  
 

b) Ta có: 

     
x +1 x + 2 x +3 x

+ + 1+
2 3 4 2



6x + 6 + 4x +8 + 3x + 9 12 + 6x

7x -11

11
x -

7

 

 

 

. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là S = 
11

;
7

 
 
 

. 

Bài tập 6: Giải và biện luận các bất phương trình: 
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a) m(x - m) x -1  

b) 23x + m m(x +3)  

 Giải 

a) Ta có: 

      m(x - m) x -1  

 

    

2

m(x - m) x -1

m -1 x m -1

m -1 x m +1 m -1

 

 

 

 

Nếu  m = 1 thì 0x ≤ 2 (đúng).  

Tập nghiệm của bất phương trình là S = R. 

Nếu  m > 1 thì x m+1.   

Tập nghiệm của bất phương trình là S =  - ; m +1  . 

Nếu  m < 1 thì x m+1. 

Tập nghiệm của bất phương trình là S =  m 1;  . 

b) Ta có: 
23x + m m(x +3)  

23x + m m(x +3)   
2(m-3)x m -3m   

 (m-3)x m m-3   

Nếu m = 3 thì bất phương trình 0x ≤ 0  

Tập nghiệm của bất phương trình là S = R. 

Nếu m > 3 thì x ≤ m 

Tập nghiệm của bất phương trình là S = (- ; m] 

Nếu m < 3 thì x ≥ m 

Tập nghiệm của bất phương trình là S = [m; +) 

1.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải bất phương trình: 4(3x - 1)  2x - 8 

Bài tập 2: Giải bất phương trình: 
2x 1 4x 3

1 x
3 2

 
    

Bài tập 3: Giải bất phương trình: 
6x 1 5x 1

2x 10
4 3

 
    

Bài tập 4: Giải bất phương trình: 7x - 8 > 12(x - 2)  

Bài tập 5: Giải các bất phương trình sau: 

a) 
3x +5 x + 2

-1 + x
2 3

    b) (1- 2)x < 3- 2 2  

Bài tập 6: Giải và biện luận các bất phương trình sau: 

a) mx +6 > 2x +3m     b) (x +1)k + x < 3x + 4  

c) (a +1)x +a +3 4x +1    d) m(x - m) > 2(4- x)  

e) k(x -1) + 4x 5     g) b(x -1) 2- x  

 

2. Bất phƣơng trình bậc hai: 

2.1. Kiến thức cơ bản: 

Dạng bất phương trình bậc hai:  

 ax
2
 + bx + c > 0; ax

2
 + bx + c < 0 

 ax
2
 + bx + c ≥ 0; ax

2
 + bx + c 

(với a  0) 

Bảng xét dấu tam thức bậc hai: 

 

 < 0 

x -  +     

 f(x)  
Cùng dấu 

với a 
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 = 0 
 = b

2
 - 4ac x - 

b

2a

 + 

f(x) 
Cùng dấu 

với a 
0 

Cùng dấu 

với a 

 > 0 

x -  x1  x2  +

f(x) 
Cùng dấu 

với a 
0 

Trái dấu với 

a 
0 

Cùng dấu 

với a 

Định lý tam thức: Cho tam thức bậc hai: f(x) = ax
2
 + bx + c, (a  0) 

f(x) > 0, xR 
0

a 0

 
 



f(x) < 0, xR 
0

a 0

 
 



f(x) ≥ 0, xR 
0

a 0

 
 



f(x) ≤ 0, xR 
0

a 0

 
 



Bất phương trình tích: 

Đưa bất phương trình đã cho về dạng:  P(x) < 0; P(x) ≤ 0; P(x) > 0; P(x) ≥ 0.

Trong đó P(x) là tích các biểu thức có bậc cao nhất là bậc hai. 

Lập bảng xét dấu vế trái rồi chọn miền nghiệm.

Bất phương trình chứa ẩn ở mẫu thức: 

Đặt điều kiện xác định. 

Đưa bất phương trình đã cho về dạng                                                                                               

P(x) P(x) P(x) P(x)
< 0; 0; > 0; 0.

Q(x) Q(x) Q(x) Q(x)
 

Trong đó: Tử thức, mẫu thức là có bậc cao nhất là bậc hai. 

2.1. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải bất phương trình sau: -5x
2
 + 4x + 12 < 0. 

Giải 

Đặt: 2f(x) = - 5x +4x +12 .  

Giải phương trình f(x) = 0, có hai nghiệm là 
6

x = -
5

và x = 2. 

Lập bảng xét dấu:  

x -             
6

5
                2              +

f(x) -           0         +       0           - 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là 
6

S ( ; ) (2; )
5

     . 

Bài tập 2: Giải bất phương trình: 
2

2

x -9x +14
> 0

x -5x + 4

             Giải 

Giải phương trình: 

x
2
 - 9x + 14 = 0  

x = 2

x = 7





x
2
 - 5x + 4 = 0  

x =1

x = 4





Lập bảng xét dấu: 
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x -         1        2          4          7         +  

Vế trái       +         -   0     +        -    0    + 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là S ( ;1) (2;4) (7; )     . 

Bài tập 3: Giải bất phương trình: 216x + 40x + 25 0 . 

 Giải 

Đặt: f(x) = 16x
2
 + 40x + 25. 

Giải phương trình f(x) = 0, có một nghiệm là 
5

x = -
4

. 

Lập bảng xét dấu:  

x -                     
6

5
                       +  

f(x) +           0           + 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là S = R. 

Bài tập 4: Giải bất phương trình: 2(2x +1)(x + x -30) 0 . 

 Giải 

Đặt: f(x) = (2x + 1)(x
2
 + x - 30).  

Giải phương trình f(x) = 0, có ba nghiệm là 
1

x = -
2

; x = 5 và x = - 6. 

Lập bảng xét dấu:  

x -              -6           
1

2
            5              +  

f(x) -      0       +      0     -     0       +     

       Vậy tập nghiệm của bất phương trình là  
1

S 6; 5;
2

 
     
 

. 

 

Bài tập 5: Giải bất phương trình: 
2 2

6x x
- 0

2x -5x +3 2x -5x +3
 . 

 Giải 

Đặt: f(x) = 
2 2 2

6x x 5x
-

2x -5x +3 2x -5x +3 2x -5x +3
 .  

Giải các phương trình: 

5x = 0  x = 0 

2x
2
 - 5x + 3 = 0, có hai nghiệm là x = 1 và 

3
x = -

2
 

Lập bảng xét dấu:  

x -           
3

2
             0            1           +  

f(x) -      ||      +      0      -     ||     + 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là  
3

S ; 0;  1
2

 
    
 

. 

2.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải các bất phương trình sau: 

a) 23x - 4x + 4 0   b) 2x - x -6 0   c) 4 2x -3x 0  

Bài tập 2: Giải các bất phương trình sau: 2 2(x -3)(x + x -6) > (x - 2)(x +5x + 4)  

Bài tập 3: Giải các bất phương trình sau: 
2

2

-2x + 7x + 7
1

x -3x -10
  . 

Bài tập 4: Giải các bất phương trình sau: 
2 2

1 1
< .

x -5x + 4 x -7x +10
 

 

3. Bất phƣơng trình chứa dấu giá trị tuyệt đối: 
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3.1. Kiến thức cơ bản: 

Để giải bất phương trình chứa ẩn trong dấu giá trị tuyệt đối, ta thường sử dụng định nghĩa hoặc 

tính chất của giá trị tuyệt đối để khử dấu giá trị tuyệt đối. 

Định nghĩa:  

x     x 0
x =

-x    x < 0





 
nÕu

nÕu

Tính chất: 

x x x





0

a b a b

a b a b

2
2, =

+ +

- +

 

 

a b a b a b 0

a b a b a b 0

+ = + .

- = + .

Các định lý cơ bản: 

Định lý 1: Với A  0 và B  0 thì A = B  A
2
 = B

2

Định lý 2: Với A  0 và B   0 thì A > B  A
2
 > B 

Các dạng bất phương trình chứa dấu giá trị tuyệt đối: 

  

  

    

2 2

A B A B

A B A B A B 0

 


    
           

 

2 2

A 0

A BB 0 B 0
A B

B A BA B A 0

A B

   
 
     
        

2 2

B 0 B 0

A B B 0 B 0

A B A BA B

Các cách giải bất phương trình chứa dấu giá trị tuyệt đối:  

Phương pháp biến đổi cơ bản. 

Phương pháp chia khoảng hoặc lập bảng giá trị. 

3.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải các bất phương trình sau: |7 - 4x| ≤ |2x + 5| 

Giải 

Lập bảng xét dấu giá trị tuyệt đối: 

x - 
 

2

5


4

7
+ 

|7 - 4x|  + | + 0 - 

|2x + 5|  - 0 + | +  

Xét x < 
2

5
 , ta có: 

     |7 - 4x| ≤ |2x + 5| 

 7 - 4x ≤ - (2x + 5) 

 7 - 4x ≤ - 2x - 5 

 - 2x ≤ - 12 

 x ≥ 6. 

Kết hợp điều kiện là 












6x

2

5
x
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Suy ra, tập nghiệm của bất phương trình là S = . 

Xét 
4

7
x

2

5
 , ta có: 

    |7 - 4x| ≤ |2x + 5| 

 7 - 4x ≤ 2x + 5 

 7 - 4x ≤ 2x + 5 

 - 2x ≤ - 2 

 x ≥ 1 

 Kết hợp điều kiện là .
4

7
x1

1x

4

7
x

2

5













 

Suy ra, tập nghiệm của bất phương trình là S = 








4

7
;1 . 

Xét 
4

7
x  , ta có:  

    |7 - 4x| ≤ |2x + 5| 

 - (7 - 4x) ≤ 2x + 5 

 - 7 + 4x ≤ 2x + 5 

 2x ≤ 12 

 x ≤ 6 

 Kết hợp điều kiện là .6x
4

7

6x

4

7
x













 

Suy ra, tập nghiệm của bất phương trình là S = .6 ;
4

7








 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là S = 








4

7
;1  6 ;16 ;

4

7









  

Bài tập 2: Giải các bất phương trình sau: |4 - x| < |3 - 2x| + |x + 1| 

 Giải 

Lập bảng xét dấu giá trị tuyệt đối: 

x - 
 

-1  
2

3
 

 
4 

 
+ 

|4 - x|  + | + | + 0 -  

|3 - 2x|  + | + 0 - | -  

x + 1  - 0 + | + | +  

Xét x < -1, ta có:  

     |4 - x| < |3 - 2x| + |x + 1| 

 4 - x < 3 - 2x - (x + 1) 

 4 - x < 3 - 2x - x - 1 

 2x < -2 

 x < - 1 

Suy ra, tập nghiệm của bất phương trình là S =  1- ;  

Xét 
2

3
x1  , ta có:  

     |4 - x| < |3 - 2x| + |x + 1| 

 4 - x < 3 - 2x + x + 1 

 4 - x < 3 - 2x + x + 1 

 4 < 4 

Suy ra, tập nghiệm của bất phương trình là S = . 
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Xét 4x
2

3
 , ta có:  

     |4 - x| < |3 - 2x| + |x + 1| 

 4 - x < - (3 - 2x) + x + 1 

 4 - x < - 3 + 2x + x + 1 

 - 4x < - 6 

 x > 
2

3

Kết hợp điều kiện là 4x
2

3

2

3
x

4x
2

3
















Suy ra, tập nghiệm của bất phương trình là S = 







4 ;

2

3
. 

Xét x > 4, ta có:  

     |4 - x| < |3 - 2x| + |x + 1| 

 - (4 - x) < - (3 - 2x) + x + 1 

 - 4 + x < - 3 + 2x + x + 1 

 - 2x < 2 

 x > - 1 

Kết hợp điều kiện là 4x
1x

4x










Suy ra, tập nghiệm của bất phương trình là S =   4; . 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình đã cho là S =  1- ;  







4 ;

2

3
   4; . 

Bài tập 3: Giải các bất phương trình sau: 2
5x

x3






Giải 

Lập bảng xét dấu giá trị tuyệt đối: 

x -  -5  3  + 

|3 - x|  + | + 0 - 

|x + 5|  - 0 + | +  

Xét x < - 5, ta có: 

     2
5x

x3






 
2

5x

x3





 02

5x

x3







 
0

5x

5x2

5x

x3










 0

5x

10x2x3







0
5x

13x







Vì x < -5 nên x + 13 < 0  x < - 13. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là S = (-; - 13). 

Xét -5 < x < 3, ta có: 

     2
5x

x3






2
5x

x3





 02

5x

x3






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 
0

5x

5x2

5x

x3










 0

5x

10x2x3





  

0
5x

7x3





  

Vì x > -5 nên 3x + 7 > 0  x > 
3

7
 . 

Kết hợp với điều kiện là 3x
3

7

3

7
x

3x5














. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là S = 







 3 ;

3

7
. 

Xét x > 3, ta có: 

     2
5x

x3





 

 
2

5x

x3





  02

5x

3x





   

 
0

5x

5x2

5x

3x










 0

5x

10x23x





  

0
5x

13x





  

Vì x > 3 nên 0
5x

13x





, xR.. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là S = R. 

3.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải các bất phương trình sau: 

a) x
2
 + |5x - 4| - 1 ≤ |3x - 2|     b) |2x

2
 + x - 1| > |x + 1| 

Bài tập 2: Giải các bất phương trình sau: 

a) 2x
2
 - |5x - 3| < 0     b) x - 8 > |x

2
 + 3x - 4|            

Bài tập 3: Giải các bất phương trình sau: 

a) |x
2
 - 1| - 2x < 0     b) |x

2
 + 4x + 3| > |x

2
 - 4x - 5|    

c) |x - 3| - |x + 1| < 2         

Bài tập 4: Giải các bất phương trình sau: 

a) |2 - 3x
2
| - |6 - x

2
| = 0    b) 2|x| - |x - 3| = 3                   

Bài tập 5: Giải các bất phương trình sau: 

a) |x
2
 - 3x + 1| ≤ x

3
 + x

2
 - 1    b) 

1|x|

1

1|x|

2

1x

1








 

Bài tập 6: Giải các bất phương trình sau: 

a) |x
2
 - 3x + 2| + x

2
 > 2x    b) 1

2xx

x4x
2

2





 

c) 01
3x

5x2





     d) 3

6x5x

2x
2





 

 

4. Bất phƣơng trình vô tỉ: 
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4.1. Kiến thức cơ bản:

Định lý: 

Với A  0 và B  0 thì A > B  A
2
 > B

2

Với A, B bất kỳ thì A > B  A
3
 > B

3
. 

Tính chất: 

2

A 0

A < B B > 0

A < B

 


 



2

A 0

B < 0
A > B

B 0

A > B

 




 



B 0
A > B

A > B


 



Khi giải bất phương trình dạng này, ta giải tương tự như phương trình vô tỷ. Sự khác nhau ở đây 

là dấu <, >, ≤, ≥ và dấu =. 

Có hai phương pháp cơ bản: 

Phương pháp chia khoảng. 

Phương pháp nâng lên lũy thừa.

Phương pháp đặt ẩn số phụ. 

Phương pháp nhân lươṇg liên hơp̣ .  

Phương pháp đánh giá hai vế. 

4.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Giải bất phương trình : 2x -1 < 3

Giải 

Ta có:  

2x 1 0
2x -1 < 3

2x 1 9

 
 

 

1 1
x x 1

x 52 2
2

2x 10 x 5

 
  

     
   

Vâỵ tâp̣ nghiêṃ của bất phương tri ̀nh là S = 
1

;  5
2

 
 
 

. 

Bài tập 2: Giải bất phương trình sau: x + 2 3- x

Giải 

Ta có:  

3 x 0

x 2 3 x

 
 

  

x 3
x 3 1

x 31
2x 1 2x

2


 

     
  



Vâỵ tâp̣ nghiêṃ của bất phương tri ̀nh là 







 3 ;

2

1
S . 

Bài tập 3: Giải bất phương trình: 1+ x - 1- x < x    (1) 

Giải 

Điều kiện: 
1+ x 0

1 x 1.
1 x 0


   

 

Xét 1 x 0  

Khi đó, ta có bất phương trình tương đương: 

     -x 1- x - 1+ x < x      (2) 

Do 1 x 0   nên hai vế của (2) không âm, ta bình phương hai vế: 
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2 2

2 2

2 4 2

4

     x 1- x +1+ x - 2 1- x

2 - x 2 1- x

4 - 4x + x 4 - 4x

x 0



 

 

 

 

Bất phương trình đúng với mọi x thoả mãn 1 x 0   . 

Suy ra, tập nghiệm của bất phương trình là  0 ;1S   

Xét 0 x 1   

Ta có:  

      1 + x  1 - x   

1 x 1 x 0     .   

Ta có bất phương trình tương đương: 
2 2

2 2

     1+ x +1- x - 2 1- x x

2 - x 2 1- x



 
 

2 4 2

4

4 - 4x + x 4 - 4x

x 0

x = 0

 

 



    

Nghiệm này không thỏa mãn.  

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là  0 ;1S   

Bài tập 4: Giải bất phương trình : 8x -5 5 . 

 Giải 

Ta có:  

8x 5 0
8x -5 5

8x 5 25

 
  

 

5
x

8

8x 30




 
 

5
x

5 158
x

15 8 4
x

4




   
 


 

Vâỵ tâp̣ nghiêṃ của bất phương trình là S = 
5 15

;  
8 4

 
 
 

. 

Bài tập 5: Giải bất phương trình: 2 2(x -3) x - 4 x -9    (1) 

 Giải 

Điều kiện: x
2 
- 4  0  |x|  2. 

Khi đó, ta có: 
2(1) (x -3)( x - 4 - x -3) 0       (2) 

Xét phương trình: 2x - 4 - x -3 = 0 . 

Khi đó ta có: 
2

2

2 2

    x - 4 - x -3 = 0

x - 4 = x + 3

x 3 0

x - 4 = x + 6x + 9



 
 



 

x 3

13
x

6

13
x

6

 


 
 



  

 

Xét dấu của vế trái của (2) ta có: 

x - 
 13

6
  

 
-2 

 
2 

 
3 

 
+ 
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2(x -3)( x - 4 - x -3) - 0 + | //////////// | + 0 -  

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là  







  ;3

6

13
- ;S . 

Bài tập 6: Giải bất phương trình: 2 2x 10- x x -6     (1) 

Giải 

Điều kiện: 10 - x
2 
 0 10  x

2 
 x 10 . 

Ta có:  

(1) 2 2x 10- x - x +6 0 (2) 

Xét phương trình:   

      2 2x 10- x - x +6 = 0

 2 2x 10- x = x -6 

2

2 2 4 2

x(x - 6) 0

x (10 x ) x 12x 36




   


4 2

6 x 0, x 6

x -11x +18 = 0

   




2 2

6 x 0, x 6

x = 9, x = 2

   




6 x 0, x 6

x = ±3, x = ± 2

   




x = 3

x = -2





Xét dấu vế trái của (2) ta có: 

x - 
 

10
2 3 

 
10 + 

2 2x 10- x - x + 6 ////////// 0 - | + | - 0 //////// 

Vậy tâp̣ nghiệm của bất phương trình là    10 ;32- ;10S  . 

Bài tập 7: Giải bất phương trình: 2 x 1 x 2 x 2        (1) 

Giải 

Điều kiện: 
x 1 0 x 1

x 1
x 2 0 x 2

   
   

    
(2). 

Nhân hai vế của bất phương trình (1) với 2 x 1 x 2 0    . 

Ta có: 

 4(x 1) (x 2) (x 2)(2 x 1 x 2) 3(x 2)(2 x 1 x 2 3) 0             3              

Xét phương trình 

2

2 2

     2 x 1 x 2 3 0 2 x 1 x 2 3

4(x 1) x 2 4 (x 1)(x 2) 9

4 x x 2 11 5x

11 5x 0

16(x x 2) 121 110x 25x

         

       

    

 
 

    

2

11
x

15

9x 126x 153 0




 
   

2

11
x

15

x 14x 17 0

11
x

15

x 7 4 2




 
   




 
  

Xét dấu vế trái của (3), ta có: 

x - 
 

1 
 247 

2 
 

+ 
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3(x 2)(2 x 1 x 2 3)    

 
////////// | 

+ 
| 

- 
| 

+ 

Vậy tâp̣ nghiệm của bất phương trình là S =  7 4 2;  2 . 

Bài tập 8: Giải bất phương trình sau: 3x -1 + 3- x + 4x 2x x +10   (1). 

 Giải 

Điều kiện: 

x 1 0

3 x 0 1 x 3

x 0

 


    
 

 

Khi đó:  

   3(1) x 4x 2x 8 2 x 1 3 x 0         . 

Mà  3 2x 4x 2x 8 (x x 2 2) 0, x [1,3]        

và 

   

 

2
2 2 2 2

2

    (1 1 ) ( x 1) ( 3 x ) x 1 3 x

4 x 1 3 x

2 x 1 3 x 0

       

    

     

 

Vâỵ tâp̣ nghiêṃ của bất phương trình là S = [1; 3]. 

Bài tập 9: Giải bất phương trình sau : 21- 2x + 1+ 2x 2- x                 (2).   

 Giải 

Điều kiện: 
1 2x 0 1

x
1 2x 0 2

 
 

 
.  

Ta có: 2 - x
2 
> 0. 

2 2 2

2 4 2

(2) 1 2x 1 2x 2 1 4x (2 2x )

     2 2 1 4x x 4x 0

       

     
 

 

2 2 4

2
2 4

2

     1-4x 2 1 4x 1 x 0

     1 4x 1 x 0

1 4x 1 0
     

x 0

     x 0

     

    

   
 



 

 

Vậy bất phương trình có nghiệm là x = 0. 

4.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải bất phương trình: 3x 2 5   

 Đáp số: S = (9; +) 

Bài tập 2: Giải bất phương trình: 5x 3 2x 1 0     

Đáp số: 







  ;

2

1
S  

Bài tập 3: Giải bất phương trình: x 3 2x 1    

Đáp số:    ;3 S  

Bài tập 4: Giải bất phương trình: 2x x 1 x 3     

Đáp số: 







 ;

7

8
S  

Bài tập 5: Giải bất phương trình: 3x 2 4x 3    
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Đáp số: 







 1 ;

3

2
S

Bài tập 6: Giải bất phương trình: 23x x 4 x 1   

Đáp số: 






















  ;

4

411

3

4
- ;S

Bài tập 7: Giải bất phương trình: 5x 1 x 1 2x 4    

Đáp số:  10 ;0S 

Bài tập 8: Giải bất phương trình: 
23x x 4

2
x

  


Đáp số:  0;1
3

4
-;

7

9
S 










Bài tập 9: Giải bất phương trình: 2 2 2x 3x 2 x 4x 3 x 5x 4       

Đáp số:    1 ;4S 

Bài tập 10: Giải bất phương trình: 
3

x 2 x 1 x 2 x 1
2

     

Đáp số: Vô nghiệm. 

II. HỆ BẤT PHƢƠNG TRÌNH: 

1. Kiến thức cơ bản: 

Cách giải:  

Thông thường ta giải từng bất phương trình của hệ rồi lấy giao của nghiệm từng bất phương 

trình của hệ với nhau. 

2. Bài tập áo dụng: 

Bài tập 1: Giải hệ bất phương trình sau:  

   


  

4x 1 5 2x

x 2 3x 3

(Đề thi vào lớp 10 THPT chuyên Hà Nội - Amsterdam và Chu Văn An Hà Nội năm học 2006 - 

2007) 

Giải 

Ta có:  


    

   
     




  

  
  



2
x

4x 1 5 2x 6x 4 0 23
x

3x 2 3x 3 2x 1 0 1
x

2

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là S = 
 


 

2
;  +

3

. 

Bài tập 2: Giải hệ bất phương trình sau:  
2

2

x 3x 4 0

2x 3x 1 0

   


  

Giải 

Ta có:  

   
    

    
    



2

2

x 1 x 4
x 3x 4 0 1

x 11
2x 12x 3x 1 0

2

Vậy tập nghiệm của hệ bất phương trình là S =
 
 
 

1
;  1

2
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Bài tập 3: Tìm số nguyên x, y, thỏa mãn hệ bất phương trình sau: 

 

2 4

2 2 2

2x.y z 7                                          

1
x y 8xy 9 x 4 2 x

x

  

  

       
 

 

(Đề thi chọn HSG lớp 9 tỉnh Vĩnh Phúc năm học 2006 - 2007) 

 Giải 

Ta có:  

 

 

 

2 4

2 2 2

2x.y z 7                                          1

1
x y 8xy 9 x 4 2 x    2

x

  

  

        
 

 

Từ điều kiện:  

 
2

x 0

x 2

x 4 0

 
 

 
. 

Ta có:  
2

2 2

x y 8xy 9 25 xy 4 5        nên 2 2 2

x y 8xy 9 x 4 5.       

Nếu x  3 thì 
1

2 x 6

x

 
  

 
 nên bất phương trình (2) vô nghiệm. 

Suy ra: 2  x < 3.  

Do x nguyên nên x chỉ có thể nhâṇ giá tri ̣ là 2. 

Thay x = 2 vào (2) ta tìm được y = 2. 

Thay x = y = 2 vào (1) ta tìm được - 1  z  1 mà z nguyên nên z  {-1; 0; 1}. 

Vậy hệ bất phương trình trên có ba ngh iệm (x; y; z) là (2; 2; -1), (2; 2; 0), (2; 2; 1). 

Bài tập 4: Tìm các cặp số nguyên (x; y) thỏa mãn hệ bất phương trình sau: 

 

2
1

y x 2x 0

2

y x 1 2 0


   


    

 

 Giải 

Từ bất phương trình: y x 1 2 0    . 

Suy ra: y < 2.  

Kết hợp với 2
1

y x 2x 0

2

    . 

Ta có: 

   

    

2

2

1 5
   x 2x y

2 2

5 5
x 2x

2 2

. 

Do x nguyên, suy ra: x  {0; 1; 2}.  

Thay vào hệ bất phương trình ta tìm được ba cặp số nguyên (x; y) thỏa mãn là (0; 0); (1; 1), (2; 

0). 

Bài tập 5: Giải hệ bất phương trình sau: 

 

3- x 0      

x + 2 > 0     

2x -1 0    

 


 

 

 Giải 

Ta có: 
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3 x 0    x 3

x 2 0     x 2

2x 1 0 1
x

2


   


     
    



Vậy tập nghiệm của hệ bất phương tri ̀nh là S = 
1

;  3

2

 
 
 

. 

3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giải hệ bất phương trình sau:  

5x 2 4x 5

5x 4 x 2

  

  





Bài tập 2: Giải hệ bất phương trình sau:  

2x 1 3x 4

5x 3 8x 9

   


  

Bài tập 3: Giải hệ bất phương trình sau: 

5x 2
4 x

3

6 5x
3x 1

13

 
 


  



Bài tập 4: Giải hệ bất phương trình sau:  

 

 

2
2

2
3 2

1 x 5 3x x

x 2 x 6x 7

    

    

Bài tập 5: Giải hệ bất phương trình sau:  

4x 5
x 3

7

3x 8
2x 5

4

 
 


  



Bài tập 6: Giải hệ bất phương trình sau: 

5
6x 4x 7

7

8x 3
2x 5

2


  


  



Bài tập 7: Giải hệ bất phương trình sau:  

 

1
15x 2 2x

3

3x 14
2 x 4

2


  


  



Bài tập 8: Giải hệ bất phương trình sau:  

x 1 2x 3

3x x 5

5 3x
x 3

2


   


 
 
  


Bài tập 9: Cho hệ bất phương trình sau:  
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2 2

x 2y 8 0

x y 2 0

2x y 4 0

x y m

   


  


  
  

 

Tìm m để hệ bất phương trình có nghiệm. 

Hướng dâñ: Các bạn nên dùng đồ thị đề biện luận là chính xác nhất và hay hơn giải hệ. 

Bài tập 10: Cho hệ bất phương trình sau:  

x y 2xy m 1

x y 1

    


 

 

Tìm m để hệ có nghiệm. 

Bài tập 11: Cho hệ bất phương trình sau:  

   
2 2

x 1 y 1 2

x y m 0

    


  

 

Tìm m để hệ có nghiệm. 

Bài tập 12: Cho hệ bất phương trình sau:  
2 2

x y 2x 2

x y a 0

   


  
 

Tìm a để hệ có nghiệm. 

CHUYÊN ĐỀ 19 

BẤT ĐẲNG THỨC 

 

Kiến thức chung: 

Bất đẳng thức (tiếng Anh:Inequality) là quan hệ thứ tự giữa hai đối tượng. 

Ký hiệu: 

 a < b có nghĩa là a nhỏ hơn b. 

 a > b có nghĩa là a lớn hơn b. 

Những quan hệ nói trên được gọi là bất đẳng thức nghiêm ngặt. 

Ngoài ra ta còn có: 

 a ≤ b có nghĩa là a nhỏ hơn hoặc bằng b. 

 a ≥ b có nghĩa là a lớn hơn hoặc bằng b. 

 Các ký hiệu a, b ở hai vế của một bất đẳng thức có thể là các biểu thức của các biến.  

 Nếu một bất đẳng thức đúng với mọi giá trị của tất cả các biến có mặt trong bất đẳng thức, thì 

bất đẳng thức này được gọi là bất đẳng thức tuyệt đối hay không điều kiện.  

 Nếu một bất đẳng thức chỉ đúng với một số giá trị nào đó của các biến, với các giá trị khác thì nó 

bị đổi chiều hay không còn đúng nữa thì nó được goị là một bất đẳng thức có điều kiện.  

 Một bất đẳng thức đúng vẫn còn đúng nếu cả hai vế của nó được thêm vào hoặc bớt đi cùng một 

giá trị, hay nếu cả hai vế của nó được nhân hay chia với cùng một số dương. Một bất đẳng thức 

sẽ bị đảo chiều nếu cả hai vế của nó được nhân hay chia bởi một số âm. 

 

Ba bài toán thường gặp trên các bất đẳng thức là 

(1) Chứng minh bất đẳng thức đúng với trị giá trị của các biến thuộc một tập hợp cho trước. Đó 

là chứng minh bất đẳng thức. 

(2) Tìm tập các giá trị của các biến để bất đẳng thức đúng. Đó là bài toán giải bất phương trình. 

(3) Tìm giá trị lớn nhất,nhỏ nhất của một biểu thức một hay nhiều biến. 

M được gọi là giá trị nhỏ nhất của biểu thức P thì ta viết: 

P ≥ M. 

m được gọi là giá trị lớn nhất của biểu thức P thì ta viết: 

P ≤ m. 

 

1. Chứng minh bất đẳng thức bằng định nghĩa: 

1.1. Kiến thức cơ bản: 
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́

Để chứng minh A > B, ta chứng minh A - B > 0. 

Sử dụng hằng đẳng thức A
2
 ≥ 0. 

Tính chất:  

Giả sử tồn tại các biểu thức a, b và c, khi đó: 

Tính chất 1: Nêu 
a > b

b > c





́

́

́

́

thì a > c. 

Tính chất 2: Nêu a > b thì  a + c > b + c 

Hệ quả 1: Nêu a > b thì a - c > b - c 

Hệ quả 2: Nêu a + c > b thì a > b - c 

Tính chất 3: Nêu 
a > b

c > d





́

thì a + c > b + d 

Tính chất 4: Nêu a > b thì 
ac > bc khi c > 0

ac < bc khi c < 0





Hệ quả 3: Nếu a > b thì -a < - b 

Hệ quả 4: Nếu a < b thì  

a b
>  khi c > 0

c c

a b
<  khi c < 0

c c







Tính chất 5: Nếu 
a > b > 0

c > d > 0





thì ac > bd 

Tính chất 6: Nếu a > b > 0 thì 
1 1

0 < <
a b

Tính chất 7: Nếu *a > b > 0, n N thì a
n
 > b

n
 

Tính chất 8: Nếu *a > b > 0, n N thì n na > b

Hệ quả 5: Nếu a và b là hai số dương thì: 

a > b  a
2
 > b

2
 

         Nếu a và b là hai số không âm thì:

a ≥ b  a
2
 ≥ b

2
 

1.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho ba số a, b, c bất kì. Chứng minh các bất đẳng thức: a
2
 + b

2
 + c

2
 ≥ ab + bc + ca. 

Chứng minh 

Ta có: 

      2 2 22a + 2b + 2c ³ 2ab + 2bc + 2ca

a      2 2 2( b) (b c) (c a) 0. (luôn luôn đúng) 

Bài tập 2: Cho ba số a, b, c bất kỳ. Chứng minh các bất đẳng thức: (ab + bc + ca)
2
 ≥ 3abc(a + b 

+ c)   

Chứng minh 

Ta có:  

      2 2 2 2 2 2 2 2 2a b + b c +c a -a bc-ab c -abc  0
2 2 2 2 2 2 2 2 22a b + 2b c + 2c a - 2a bc- 2ab c- 2abc  0

2 2 2(ab - bc) + (bc -ca) + (ca -ab)  0. (luôn luôn đúng) 

Bài tập 3: Chứng minh rằng a
2
 + b

2
 + c

2
 + d

2
 + e

2
 ≥ a(b + c + d + e), với mọi a, b, c, d, e  R. 

Chứng minh 

Ta có:  

       
2 2 2 2

2 2 2 2a a a a
-ab + b + -ac + c + -ad + d + -ae + e

4 4 4 4
 0
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2 2 2 2
a a a a

- b + -c + -d + -e
2 2 2 2

       
        

       
0.  (luôn luôn đúng) 

Bài tập 4: Cho ba số a, b, c  R thỏa mãn abc = 1 và 
1 1 1

a b c

a b c

     .  

1) Chứng minh rằng: (a -1 )(b - 1)(c - 1) > 0. 

2) Chứng minh rằng: Luôn tồn tại một trong ba số a, b, c nhỏ hơn 1. 

 Chứng minh 

1) Ta có: 

     (a -1 )(b - 1)(c - 1) > 0 

 abc - ab - bc - ac + a + b + c > 0 

 1 +  (a + b + c) - (ab + bc + ca) > 0 (1) 

Và 

     
1 1 1

a b c

a b c

      

 
ab bc ac

a b c

abc

 
    

 a b c ab bc ac        (2) 

Từ (1) và (2), ta có điều phải chứng minh. 

2) Giả sử tồn tại cả ba số a, b, c luôn lớn hơn 1.  

Suy ra: abc > 1. Điều này mâu thuẫn với giả thiết. 

Nếu đồng thời xảy ra: a = b = c = 1 thì abc = 1. 

Nhưng (a - 1)(b - 1)(c - 1) = 0. Mẫu thuẫn với giả thiết. 

Vậy luôn luôn tồn tại một số trong ba số a, b, c nhỏ hơn 1.  

Bài tập 5:Chứng minh bất đẳng thức: a
2 

+ b
2 
≥ ab . 

 Chứng minh 

Ta có:  

      a
2 

+ b
2 
- ab ≥ 0 

 2 2 2
1 1 3

a 2. ab b b 0

2 4 4

 
    

 
 

 

2

2
1 3

a b b 0

2 4

 
   

 
. Đúng với mọi a, b  R. 

Vì 

2

2
1 3

a b 0;  b 0

2 4

 
   

 
 

Dấu bằng xảy ra khi 

2

1
a b 0 

2

 
  

 
và 

2
3

b 0

4

 . 

Suy ra: a = b = 0 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Lưu ý: Bài toán tổng quát: Chứng minh: (a
n
)

2 
+ (b

n
)

2  
≥ |a

n
b

n
|. 

Bài tập 6: Cho ba số a, b, c thoả mãn 0 < a   b  c. Chứng minh rằng: 

a b c b a c

b c a a c b

      

 Chứng minh 

 Ta có: 

     2 2 2 2 2 2
a b c b a c 1

a c ab bc b c ba ac

b c a a c b abc

            

     2 2 2 2 2 2
1

a c b c b a a b c b ac

abc

      
 

 

       2
1

c a b a b ab a b c a b

abc

       
 
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    2
1

a b c a b ab c

abc

     
 

   
1

a b b c c a 0

abc

     , (Vì 0 < a  b  c) 

Dấu bằng xảy ra khi a = b hoặc b = c hoặc a = c.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 7: Cho a  b  c và x  y  z. Chứng minh rằng: 
    

  
  

a b x y ax by

2 2 2

Chứng minh 

Ta có:  

    
    

        
  

a b x y ax by 1
ax ay by bx 2ax 2by

2 2 2 4

=
4

1
[(ay - ax) + (bx - by)]  

= 
4

1
(x - y)(b - a) ≤ 0, (do x ≤ y và a ≤ b ) 

Dấu bằng xảy ra khi x = y hoặc a = b. 

Vậy bất đẳng thức thực được chứng minh  

Bài tập 8: Cho a, b, c, d ,e là các số thực. Chứng minh rằng: a
2 
+ b

2 
+ c

2 
+ d

2 
+ e

2 
≥ a(b + c + d + 

e).
 

Chứng minh 

Ta có:  

    a
2 
+ b

2 
+ c

2 
+ d

2 
+ e

2 
- a(b + c + d + e)

= a
2 
+ b

2 
+ c

2 
+ d

2 
+ e

2 
- ab - ac - ad - ae 

=
4

1
(4a

2 
+ 4b

2 
+ 4c

2 
+ 4d

2 
+ 4e

2 
- 4ab - 4ac - 4ad - 4ae) 

=
4

1
[(a

2 
+ 4b

2 
+ 4ab) + (a

2 
+ c

2 
+ 4ac) + (a

2 
+ 4d

2 
+ 4ad) + (a

2 
+ 4e

2 
+ 4ae)] 

=
4

1
[(a + 2b)

2 
+ (a + 2c)

2 
+ (a + 2d)

2 
+ (a + 2e )

2
]  ≥ 0 

Do (a + 2b)
2
 ≥ 0; (a + 2c)

2
 ≥ 0; (a + 2d)

2 
≥ 0 và (a + 2e )

2 
≥ 0 

Dấu bằng xảy ra khi b = c = d = e = 
a

2

. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 9: Chứng minh bất đẳng thức: (a
10 

+ b
10

)(a
2 
+ b

2
) ≥ (a

8 
+ b

8
)(a

4 
+ b

4
). 

Chứng minh 

Ta có: 

     (a
10 

+ b
10

)(a
2 
+ b

2
) ≥ (a

8 
+ b

8
)(a

4 
+ b

4
) 

 (a
10 

+ b
10

)(a
2 
+ b

2
) - (a

8 
+ b

8
)(a

4 
+ b

4
) ≥ 0 

 a
12 

+ a
10

b
2 
+ a

2
b

10 
+ b

12
 - a

12
 - a

8
b

4
 - a

4
b

8
 - b

12
 ≥ 0 

 (a
10

b
2
 - a

8
b

4
) + (a

2
b

10
 - a

4
b

8
 ≥ 0 

 a
8
b

2
(a

2
 - b

2
) - a

2
b

8
(a

2
 - b

2
) ≥ 0 

 a
2
b

2
(a

2
 - b

2
)(a

2
 - b

2
)(a

4
 + a

2
b

2
 + b

4
) ≥ 0. 

 a
2
b

2
(a

2
 - b

2
)

2
(a

4
 + a

2
b

2
 + b

4
) ≥ 0, đúng với mọi a, b  

Dấu bằng xảy ra khi a
2
 = b

2
  a = b hoặc a = - b và a = 0 hoặc b = 0

Vậy bất đẳng thức được chứng minh.  

Bài tập 10: Cho a ≥ c ≥ 0 và b ≥ c. Chứng minh bất đẳng thức:    c a c c b c ab    . 

Chứng minh 

Ta có: 

        c a c c b c ab   
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      
2 2

c a c c b c ab      

       c a c c b c 2 c a c . c b c ab         

   2

a c b c 2c a c. b c c 0         

   
2

a c b c c 0
     
  

 

Bất đẳng thức đúng với mọi giá trị của a, b, c. 

Bài tập 11: Cho a, b, c là ba số dương.  

Chứng minh bất đẳng thức: 

2

3 3 3 1 1 1
4

ab bc ca a b b c c a

 
     

   
 

 Chứng minh 

Ta có: 

1 1 1 a b c

ab bc ca abc

 
    

Do a, b, c > 0 và (a + b)(b + c)(c + a) ≥ 8abc  

Suy ra: 

    
 

   

8 a b c1 1 1

ab bc ca a b b c c a

 
  

  
 

Hay  

     
     
   

4 a b 4 b c 4 c a1 1 1

ab bc ca a b b c c a

    
  

  
 

        
1 1 1 8 8 8

2

ab bc ca b c c a a b c a a b b c

 
      

      
  (1) 

Trong (1) dấu bằng xảy ra khi a = b = c.  

Mặt khác, ta có: 

 
 

2

2

1 4
a b 4ab

ab
a b

   


 

 
 

2

2

1 4
b c 4bc

bc
b c

   


 

 
 

2

2

1 4
c a 4ca

ca
c a

   


 

Suy ra: 

     
2 2 2

1 1 1 4 4 4

ab bc ca
a b b c c a

    
  

  (2) 

Trong (2) dấu bằng xảy ra khi a = b = c. 

Từ (1) và (2) Ta có  

2

3 3 3 1 1 1

ab bc ca a b b c c a

 
     

   
 

Dấu bằng xảy ra khi a = b = c. 

Bài tập 12: Cho a, b, c là ba số dương và abc =1.  

Chứng minh bất đẳng thức sau: 
3 3 3 3 3 3

1 1 1
1

a b 1 b c 1 c a 1

  
     

. 

 Chứng minh 

Do 0 ≤ a ≤ b ≤ c. 

Suy ra: (a - b)
2
(a + b) ≥ 0. 
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Dấu bằng xảy ra khi a = b. 

 (a - b)(a + b)(a - b) ≥ 0  

 (a
2 

- b
2
)(a - b) ≥ 0  

 a
3
 - a

2
b - ab

2
 + b

3
 ≥ 0  

 a
3
 + b

3
 ≥ a

2
b + ab

2
 

 a
3
 + b

3
 + 1 ≥ a

2
b + ab

2
 + abc 

 a
3
 + b

3
 + 1 ≥ ab(a + b + c) 

 
 3 3

1 1 c

a b ca b 1 ab a b c

 
    

. (Do abc = 1  
1

c

ab

 ) 

Tương tự: 

 3 3

1 1 a

a b cb c 1 bc a b c

 
    

 3 3

1 1 b

a b cc a 1 ca a b c

 
    

Cộng vế với vế của ba bất đẳng thức trên, ta được: 

3 3 3 3 3 3

1 1 1
1

a b 1 b c 1 c a 1

  
     

Dấu bằng xảy ra khi a = b = c =1. 

Bài tập 13: Với  x, y, z  R. Chứng minh rằng: 

a) x
2

+ y
2

+ z
2  2xy – 2xz + 2yz 

b) x
2

+ y
2

+ z
2

+ 3  2 (x + y + z) 

Chứng minh 

a)Xét hiệu: 

   x
2

+ y
2

+ z
2

- (2xy - 2xz + 2yz ) = x
2

+ y
2

+ z
2

-  2xy + 2xz – 2yz 

= (x – y + z)
2

0 , đúng với mọi x, y, z  R 

Vậy x
2

+ y
2

+ z
2  2xy - 2xz + 2yz   đúng với mọi x, y, z  R 

Dấu bằng xảy ra khi x + y = z 

b) Xét hiệu: 

   x
2

+ y
2

+ z
2

+ 3 – 2(x + y + z ) = x
2
- 2x + 1 + y

2
- 2y + 1 + z

2
- 2z +1 

= (x - 1)
2

+ (y - 1)
2

+ (z - 1)
2  0.  

Dấu bằng xảy ra khi x = y = z = 1 . 

Bài tập 14: Cho abc = 1 và a
3
 > 36. Chứng minh rằng: 

2a

3
 b

2 
+ c

2 
> ab + bc + ac. 

Chứng minh 

Xét hiệu:  

    
2a

3
 b

2 
+ c

2 
- ab - bc - ac = 

2a

4


2a

12
 b

2 
+ c

2 
- ab - bc - ac 

= 

22 2 3
2 2a a a a 36abc

b c ab ac 2bc 3bc b c
4 12 2 12a

   
             

  
> 0 

(Vì abc = 1 và a
3
 > 36) 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 15: Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn x + y +z = 1.  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: P = 
2 2 2x (y + z) y (z + x) z (x + y)

+ +
yz zx xy

Giải  

Ta có : P = 
2 2 2 2 2 2x x y y z z

+ + + + +
y z z x x y

Mà x
2
 + y

2
 – xy  xy, với mọi x, y.

Nên x
3
 + y

3
  xy(x + y), với mọi x, y > 0. 
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Hay 
2 2x y

+ (x + y)
y x

 , với mọi x, y > 0. 

Tương tự: Với mọi x, y > 0. 
2 2

2 2

y z
(y z);

z y

z x
(z x)

x z

  

  

   

Cộng từng vế của ba bất đẳng thức trên, ta có:  

P  2(x + y + z) = 2, (do x + y +z = 1) 

Suy ra: P = 2 khi x = y = z = 
1

3
. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 2. 

Bài tập 16: Cho x, y, z là các số dương thỏa mãn: x
2
 + y

2
 + z

2
 = 1. 

Tìm giá trị nhỏ nhất của P = 
xy yz zx

+ +
z x y

. 

 Giải 

Ta có: 

 P
2
 = 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

x y y z z x
+ + + 2

z x y
 

Mà  
2 2 2 2

2 2

x y y z
+

z x
  2y

2
,  

2 2 2 2
2

2 2

2 2 2 2
2

2 2

y z z x
2z ,

x y

z x x y
2x

y z

 

 

. 

Nên 

P
2
 = 

2 2 2 2 2 2

2 2 2

x y y z z x
+ + + 2

z x y
 3.  

Dấu bằng xảy ra khi x = y = z = 
3

3
. 

 Vậy giá trị nhỏ nhất của P là 3 . 

1.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Chứng minh bất đẳng thức sau: 4x
2 
+ y

2 
≥ 4xy. 

Bài tập 2: Chứng minh bất đẳng thức sau: x
2 
+ y

2
 +1 ≥ xy + x + y.  

Bài tập 3: Chứng minh bất đẳng thức sau: (x + y)(x
3 
+ y

3
)(x

7 
+ y

7
) ≤ 4(x

11 
+ y

11
). 

Bài tập 4: Chứng minh bất đẳng thức sau: 
1996 1996 1996

1995 1995 1995

x y z x y z

3x y z

   


 
 

Bài tập 5: Cho a, b, c  là ba số dương.  

Chứng minh bất đẳng thức sau:   3 3 3 2 2 2

a b c a b c a b c       . 

Bài tập 6: Cho ba số dương a, b, c.Chứng minh bất đẳng thức sau: 

1) 

 

8 8 8

3

a b c 1 1 1

a b c
abc

 
    

2) 
3 3 3 3 3 3

a b b c c a a c b a c b
6abc

c a b b c a

       
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Bài tập 7: Cho 0 ≤ x, y, z ≤ 1. Chứng minh rằng: 

1) 0 ≤ x + y + z - xy - yz - zx ≤ 1 

2) x
2 
+ y

2 
+ z

2
 ≤ 1 + x

2
y + y

2
z + z

2
x 

3) 
x y z

2

yz 1 zx 1 xy 1

  
  

Bài tập 8: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của tam giác, có chu vi bằng 2.  

Chứng minh rằng:  a
2 
+ b

2 
+ c

2 
+ 2abc < 2. 

Bài tập 9: Chứng minh với mọi x, y > 2 . Ta có: x
4
 - x

3
y + x

2
y

2
 - xy

3
 + y

4
 > x

2 
+ y

2
. 

Bài tập 10: Cho a, b, c là ba số tuỳ ý thuộc đoạn [0, 1]. Chứng minh rằng:  

1) a
2 
+ b

2 
+ c

2
 ≤ 1 + a

2
b + b

2
c + c

2
a 

2) 2(a
3 
+ b

3 
+ c

3
) - (a

2
b + b

2
c + c

2
a) ≤ 3 

Bài tập 11: Cho a, b, c là các số thực. Chứng minh rằng:  

a) 

22 2a b a b

2 2

  
  
 

b) 

22 2 2a b c a b c

3 3

    
  
 

   

Bài tập 12: Cho m, n, p, q là các số thực. Chứng minh rằng:

m
2

+ n
2

+ p
2
+ q

2
+ 1  m(n + p + q + 1) 

Bài tập 13: Cho a, b, c  R. Chứng minh rằng: 4 4 4a + b +c ³ abc(a + b +c) . 

Bài tập 14: Cho x, y ≠ 0. Chứng minh: 
 

    
 

2 2

2 2

x y x y
4 3

y x y x

Bài tập 15: Chứng minh rằng nếu 0 < x ≤ y ≤ z thì ta có: 
   

        
   

1 1 1 1 1
y (x z) (x z).

x z y x z

Bài tập 16: Cho a, b, c là các số dương. Chứng minh: 

     
    

     

2 2 2 2 2 2 2 2 2a b b c c a a b c
3

a b b c c a a b c

Bài tập 17: Cho x, y, x là các số dương. Chứng minh:  

          2 2 2 2 2 2x xy y y yz z z zx x 3(x y z)

Bài tập 18: Cho ba số a, b, c thỏa mãn điều kiện a
2
 + b

2
 + c

2
 = 1.  

Chứng minh rằng: abc + 2(1 + a + b + c + ab + ac + bc) ≥ 0. 
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2. Chứng minh bất đẳng thức dựa vào tính chất của tỉ số: 

2.1. Kiến thức cơ bản: 

Với ba số dương a, b, c, ta có: 

Nếu 
a

b
   1 thì 

a

b
   

a c

b c




.  Dấu bằng xảy ra khi a = b   

Nếu 
a

b
   1 thì  

a

b
   

a c

b c




. Dấu bằng xảy ra khi a = b  

Nếu b, d > 0 và 
a

b
 

c

d
   

a

b
   

a c

b d




   

c

d
.  Dấu bằng xảy ra khi ad = bc 

2.2. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a,b, c là số đo ba cạnh của tam giác: 

Chứng minh rằng: 
a b c

1 2

b c c a a b

   
  

. 

 Chứng minh 

Do a, b, c là ba cạnh của tam giác nên ta có: a, b, c > 0  

và a + b > c; b + c > a; c + a > b. 

Ta có: 

c c c 2c c 2c
a b c 1

a b a b c a b c a b a b c


       

       
 

Chứng minh tương tự ta có:   

a a a 2a a 2a
b c a 1

b c a b c a b c b c a b c


       

       
 

b b b 2b b 2b
c a b 1

c a a b c a b c c a a b c


       

       
 

Cộng vế với vế của ba bất đẳng thức trên, ta được:  

a b c 2a 2b 2c
2

b c c a a b a b c a b c a b c

     
        

 

và 

a b c a b c
1

b c c a a b a b c a b c a b c

     
        

 

Vì a, b, c > 0. 

Vậy 
a b c

1 2

b c c a a b

   
  

 (điều phải chứng minh) 

Nhận xét: Bài toán trên sử dụng tính chất: Với ba số dương a,b,c  

Nếu 
a

b
   1 thì   

a

b
   

a c

b c




.  Dấu bằng xảy ra khi a = b. 

Bài tập 2: Cho a, b > 0. Chứng minh rằng: 
1 a b a b a b

2 a 1 b 1 a b 1 a 1 b 1

  
    

      
. 

 Chứng minh 

 Ta chứng minh: 
1 a b a b

2 a 1 b 1 a b 1

  
  

    
 

Do a, b > 0 ta có: 

a a a b
1

a 1 a 1 a b 1


  

   
. 

b b a b
1

b 1 b 1 a b 1


  

   
 

Cộng vế với vế của hai bất đẳng thức trên, ta được: 

 2 a ba b

a 1 b 1 a b 1


 

   
 

1 a b a b

2 a 1 b 1 a b 1

  
  

    
 (1) 
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Ta chứng minh: 
a b a b

a b 1 a 1 b 1


 

   
Do a, b > 0, ta có: 

a a

a 1 a b 1


  

và  

b b

b 1 a b 1


  

Cộng vế với vế của hai bất đẳng thức trên, ta được: 

a b a b

a b 1 a 1 b 1


 

   
(2) 

Từ (1) và ( 2), suy ra: 

1 a b a b a b

2 a 1 b 1 a b 1 a 1 b 1

  
    

      
(điều phải chứng minh) 

Bài tập 3: Cho a, b, c, d > 0. Chứng minh rằng:  

a b c d
1 < + + + < 2

a + b + c b + c + d c + d + a d + a + b
. 

Chứng minh 

Áp dụng tính chất của tỉ lệ thức, ta có: 

a a a d
1

a b c a b c a b c d


  

      
       (1) 

Mặt khác :   

a a
>

a + b + c a + b + c + d
(2) 

Từ (1) và (2) ta có  

a

a b c d  
< 

a

a b c 
<

a d

a b c d



  
(3) 

Tương tự ta có  

b b b a

a b c d b c d a b c d


 

       
(4) 

c c b c

a b c d c d a a b c d


 

       
(5) 

d d d c

a b c d d a b a b c d


 

       
(6) 

cộng vế với vế của (3), (4), (5), (6) ta có: 

a b c d
1 < + + + < 2

a + b + c b + c + d c + d + a d + a + b

Vậy ta có điều phải chứng minh. 

Bài tập 4: Cho 
a c

b d
 và b, d > 0. Chứng minh rằng:   

2 2

a ab cd c

b b d d


 


. 

Chứng minh 

Từ 
a c

b d


2 2

ab cd

b d
  

2 2 2 2

ab ab + cd cd c
< < =

b b + d d d
. 

Suy ra: 
2 2

a ab cd c

b b d d


 


Vậy ta có điều phải chứng minh. 
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Bài tập 5: Chứng minh rằng: 1 2 n

1 2 n

a a ... a

b b ... b

  

  
 nằm giữa giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của 

1 2 n

1 2 n

a a a
;  ;  ...; 

b b b

 ở đó ai, bi là các số dương i = 1, 2, .., n. 

 Chứng minh 

Gọi giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của 1 2 n

1 2 n

a a a
;  ;  ...; 

b b b

 thứ tự là m và M 

Khi đó ta có  i

i

a
m M, i=1,2,...,n

b

   

Suy ra: 

 mbi ≤ ai  ≤ biM. 

Do bi > 0 với mọi i = 1, 2, …, n 

Lần lượt cho i + 1, 2, .., n rồi cộng các vế lại với nhau ta được: 

    m( b1 + b2 + … + bn) < a1 + a2 + … + an < M(b1 + b2 + … + bn) 

 m < 1 2 n

1 2 n

a a ... a

b b ... b

  

  
< M. 

Do (b1 + b2 + … + bn) > 0   

Vậy ta có điều phải chứng minh. 

Bài tập 6: Cho a ,b ,c ,d > 0. Chứng minh rằng:  

a + b b + c c + d d + a
2 < + + + < 3

a + b + c b + c + d c + d + a d + a + b
 

 Chứng minh  
Vì a, b, c, d > 0 nên ta có: 

a + b a + b a + b + d
< <

a + b + c + d a + b + c a + b + c + d
 (1) 

b + c b + c b + c + a
< <

a + b + c + d b + c + d a + b + c + d
 (2) 

c + d c + d c + d + b
< <

a + b + c + d c + d + a a + b + c + d
 (3) 

d + a d + a d + a + c
< <

a + b + c + d d + a + b a + b + c + d
 (4) 

Cộng các vế của 4 bất đẳng thức trên ta có: 

a + b b + c c + d d + a
2 < + + + < 3

a + b + c b + c + d c + d + a d + a + b
 

Vậy ta có điều phải chứng minh. 

2.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Chứng minh rằng: 
3

2
<

2005...753

2004...642




<

2004

2005

 

Bài tập 2: Cho a, b là các số dương thoả mãn ab =1. 

Chứng minh rằng: 
1 1 a b 1 1

2a 2 2b 2 1 a b a 1 b 1


   

      22

1

a
 

Bài tập 3: Cho 
x a m

y b n

  . Chứng minh rằng: 
x x 2004a 2005m m

y y 2004b 2005n n

 
 

 
. 

 

3. Chứng minh bất đẳng thức bằng phƣơng pháp phản chứng: 

3.1. Kiến thức cơ bản: 

Giả thiết chứng minh: 

Giả sử điều cần chứng minh nào đó là đúng. Ta vận dụng giả thiết đúng để chứng minh là điều 

vô lý. 
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Giả sử bất đẳng thức đó sai và kết hợp với các giả thiết để suy ra điều vô lý , điều vô lý có thể là 

điều trái với giả thiết , có thể là điều trái ngược nhau. 

Từ đó suy ra bất đẳng thức cần chứng minh là đúng. 

Giả sử ta phải chứng minh luận đề  “p  q” 

Muốn chứng minh p q (với  p: giả thiết đúng, q: kết luận đúng) phép chứng minh được thực 

hiên như sau: 

Giả sử không có q (hoặc q sai)  suy ra điều vô lý hoặc p sai.  

Vậy phải có q (hay q đúng) 

Như vậy để phủ định luận đề ta ghép tất cả giả thiết của luận đề với phủ định kết luận của nó .

Ta thường dùng 5 hình thức chứng minh phản chứng sau: 

A - Dùng mệnh đề phản đảo : “P  Q” 

B - Phủ định rôi suy trái giả thiết  

C - Phủ định rồi suy trái với điều đúng  

D - Phủ định rồi suy ra 2 điều trái ngược nhau 

E - Phủ định rồi suy ra kết luận. 

3.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho 0 < a, b, c < 1. Chứng minh rằng có ít nhất một trong các bất đẳng thức sau là sai:   

a(1 - b) > 0,25; b(1 - c) > 0,25;  c(1 - a) > 0,25 

Chứng minh 

Giả sử cả ba bất đẳng thức: a(1 - b) > 0,25; b(1 - c) > 0,25; c(1 - a) > 0,25 đều đúng.

Khi đó: a(1 - b)b(1 - c)c(1 - a) > 0,25 
3  

(1) 

Mặt khác, ta có: 

a(1 - a) = a - a
2
 = 0,25 - (a

2
 - 2.a.0,5 + 0,25 ) = 0,25 - (a - 0,5)

2
  0,25 

Hay 

a(1-a)  0,25 

Tương tự, ta có: 

b(1 - b)  0,25 và c(1 - c)  0,25 

Nhân vế với vế của ba bất đẳng thức cuối cùng ta được: 

a(1 - b)b(1 - c)c(1 - a) < 0,25 
3   

(2) 

Ta nhận thấy (1) mâu thuẫn với (2). 

Suy ra, điều giả sử trên là sai. 

Vậy trong các bất đẳng thức sau: a(1 - b) > 0,25; b(1 - c) > 0,25; c(1 - a) > 0,25 có ít nhất một bất 

đẳng thức sai.  

Bài tập 2: Chứng minh rằng không có ba số x,y,z mà có thể thoả mãn đồng thời ba bất đẳng thức 

sau: |x| < |y - z|, |y| < |x - z|, |z| < |y - x| 

Chứng minh 

Giả sử: Cả ba bất đẳng thức trên không có bất đẳng thức nào sai. Nghĩa là cả ba bất đẳng thức đó 

đều đúng. 

Khi đó, ta có:  

|x| < |y - z|  x
2
 < (y - z)

2
  x

2
 - (y - z)

2
 < 0  (x - y + z)(x + y - z) < 0 

|y| < |x - z|  y
2
 < (x - z)

2
  y

2
 - (x - z)

2
 < 0  (y - x + z)(y + x - z) < 0 

|z| < |y - x|  z
2
 < (y - x)

2
  z

2
 - (y - x)

2
 < 0  (z - y + x)(z + y - x) < 0 

Nhân vế với vế của ba bất đẳng thức cuối cùng ta được:  

[(y - x + z)(y + x - z)(x - y + z)]
2  

< 0 vô lý.  

Vậy không có ba số x, y, z nào thoả mãn đồng thời ba bất đẳng thức:  

|x| < |y - z|, |y| < |x - z|, |z| < |y - x| 

Bài tập 3: Cho các số thực a, b, c thoả mãn điều kiện:  

a + b + c > 0

ab + bc + ca > 0

abc > 0







Chứng minh rằng: a, b, c > 0   (1) 

Chứng minh 

Giả sử (1) không đúng. 

Suy ra, có ít nhất một trong các số a, b, c ≤ 0. 
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Không mất tính tổng quát: Giả sử a ≤ 0. 

Do abc > 0 nên bc < 0 

Xét trường hợp a   0, b > 0, c<0. Suy ra: a + c < 0  

Từ giả thiết, ta có: b > - a - c. 

Suy ra:  

      b(a + c) < -(a + c)
2  

  ac + b(a + c) < ac - (a + c)
2 

 ac + b(a + c) < -(-ac + a
2 
+ c

2
) 

 ac + ba + bc < -(a - 0,5c)
2 
- 0,75c

2 
  0 

Điều này trái giả thiết: ab + bc + ca > 0. 

Tương tự, đối với trường hợp A  ≤ 0, b < 0, c > 0.  

Ta cũng suy ra điều vô lí.  

Vậy ta có điều phải chứng minh.  

Bài tập 4: Chứng minh rằng: Tổng của một phân số dương với nghịch đảo của nó không nhỏ 

hơn 2.  

 Chứng minh 

Giả sử phản chứng 
a

0

b

 .  

Ta có:  

a b
    2

b a

   
a b

2 0

b a

    

2 2

a 2ab b
0

ab

 
   

 
2

a b

0

ab


     

Điều này vô lý. Suy ra: 
a b

2

b a

  . 

Vậy tổng của một phân số dương với nghịch đảo của nó không nhỏ hơn 2. 

Bài tập 5: Cho ba số a, b, c thỏa mãn a + b + c > 0, ab + bc + ac > 0, abc > 0. 

Chứng minh rằng: a > 0, b > 0, c > 0. 

 Chứng minh         

Giả sử a   0. 

Từ abc > 0   a  0. 

Do đó: a < 0.  

Mà abc > 0 và a < 0. Suy ra: cb < 0 

Từ ab + bc + ca > 0   a(b + c) > -bc > 0 

Vì a < 0 mà a(b + c) > 0   b + c < 0 

a < 0 và b + c < 0. 

Suy ra: a + b + c < 0, trái giả thiết a + b + c > 0. 

Vậy a > 0 tương tự ta có b > 0, c > 0. 

Bài tập 6: Cho 4 số a, b, c, d thỏa mãn điều kiện: ac   2.(b+d). Chứng minh rằng có ít nhất một 

trong các bất đẳng thức sau là sai: a
2
 < 4b và c

2
 < 4d. 

 Chứng minh  

Giả sử 2 bất đẳng thức: a
2
 < 4b và c

2
 < 4d đều đúng. 

Khi đó cộng các vế ta được: 

     a
2
 + c

2
 < 4b + 4d 

 a
2
 + c

2
 < 4(b + d) (1) 

Theo giả thiết, ta có: 

     4(b+d)   2ac     (2) 

Từ (1) và (2), suy ra: a
2
 + c

2
 < 2ac hay (a - c)

2
 < 0  (vô lý) 

Vậy trong 2 bất đẳng thức a
2
 < 4b và c

2
 < 4d có ít nhất một các bất đẳng thức sai. 

Bài tập 7: Chứng minh rằng không tồn tại các số a, b, c đồng thời thỏa mãn ba bất đẳng thức 

sau: 

 |a| < | b - c| (1) 

 |b| < |c - a| (2) 

 |c| < |a - b| (3) 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 240  

Chứng minh 

Giả sử tồn tại các số a, b, c đồng thời thỏa mãn (1),(2),(3). Khi đó:

|a| < | b - c|  (b - c)
2
 > a

2
  - (a + b - c)(a - b + c) > 0  

|b| < |c - a|   (c - a)
2
 > b

2
  - (-a + b + c)(a + b - c) > 0   

|c| < |a - b|  (b - c)
2
 > a

2
  - (a + b - c)(-a + b + c) > 0  

Nhân vế theo vế các bất đẳng thức trên, ta được: 
2[(a b c)(a b c)( a b c)] 0        

Điều này vô lý. 

Vậy bài toán được chứng minh 

3.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho ba số dương nhỏ hơn 2 a, b, c. Chứng minh rằng ít nhất một trong các bất đẳng 

thức sau là sai: a(2 - b) > 1; b(2 - c) > 1;  c(2 - a) > 1. 

Bài tập 2: Cho a, b, c là ba số dương thoả mãn abc =1. Chứng minh rằng:  

S = (a - 1 + b
-1

)(b - 1 + c
-1

)(c - 1 + a
-1

)  1 

Bài tập 3: Cho a + b + 2cd. Chứng minh rằng có ít nhất một bất đẳng thức sau là đúng: 

c
2
 > a, d

2
 > b 

Bài tập 4: Cho a, b, c, x, y, z là các số thực thoả mãn: 
2

a > 0

(b -1) - 4ac < 0





Chứng minh rằng trong các bất đẳng thức sau có ít nhất một bất đẳng thức là sai:

ax
2 
+ bx + c  y ; ay

2 
+ by + c  z ; az

2 
+ bz + c  x 

4. Bất đẳng thức tam giác: 

4.1. Kiến thức cơ bản: 

Gọi a, b, c > 0 lần lượt là độ dài ba cạnh của một tam giác. Khi đó, ta có: 

b - c < a < b + c

c - a < b < c + a

a - b < c < a + b

Gọi P là nửa chu vi của tam giác.

Gọi S là diện tích của tam giác. 

P - a > 0; P - b > 0; P - c > 0 

2S ≤ ab; 2S ≤ bc; 2S ≤ ac. 

và 

a
2
 ≤ b

2
 + c

2
 nếu 0Â 90

4.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh trong một tam giác. Chứng minh rằng: (a + b + c)
2
 

9bc.   

Biết a  b  c.

Chứng minh 

  Ta có: a + b + c  2b + c. 

Do a  b. Ta đi chứng minh: 

     (2b + c)
2
  9bc  (1) 

 4b
2 
+ 4 bc + c

2  9bc 

 4b
2 
- 5 bc + c

2  0 

 4b
2 
- 4bc - bc + c

2  0  

 4b(b - c) - c(b - c)  0 

 (b - c)(4b - c)  0   (2) 

Ta thấy:

b  c  b - c  0 và 4b - c ≥ a + b - c + 2b ≥ 0 

Bất đẳng thức (2) là đúng.  

Vậy bất đẳng thức được chứng minh.  

Bài tập 2: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của tam giác. Hãy chứng minh rằng:  
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a
2 
+ b

2  
+ c

2  
< 2(ab + bc + ca) 

 Chứng minh 

Do a, b, c là độ dài ba cạnh trong một tam giác 

Nên  

 0 < a < b + c  a
2 
< ab + ac 

Tương tự, ta có: 

 b
2 
< ba + bc và c

2  
< ca + cb  

Cộng vế với vế của ba bất đẳng thức cuối cùng ta được:  

a
2
 + b

2
 + c

2 
< 2(ab + bc + ca). 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 3: Cho a, c, b là độ dài ba cạnh của tam giác. Chứng minh rằng:  

a(b - c)
2 
+ b(c - a)

2 
+ c(a - b )

2
 > a

3 
+ b

3
 +

 
c

3
 

 Chứng minh 

Ta có: 

a(b - c)
2 

+ b(c - a)
2
+ c(a - b )

2
 > a

3 
+ b

3
 +

 
c

3
 

 a(b - c)
2 
+ b(c - a)

2
 + c(a - b )

2
 - a

3 
- b

3
 - c

3
 > 0 

 a[(b - c)
2 
- a

 2
] + b[(c - a)

2
 - b

2
] + c[(a - b)

2
 - c

2
] > 0 

 a(b - c - a)(b - c + a) + b(c - a - c)(c - a + b) + c(a - b - c)(a - b + c) > 0 

 (a + b - c)(ab - ac - a
2 
- bc - b

2 
+ ab + ac + bc + c

2
) > 0  

 (a + b - c)(c
2
 - a

2
- b

2 
+ 2ab) > 0 

 (a + b - c)(c - a + b)(c + a - b) > 0 

Điều này luôn đúng. Vì a, b, c là độ dài ba cạnh trong một tam giác. 

Vậy a, c, b là độ dài ba cạnh của tam giác thì a(b - c)
2 
+ b(c - a)

2
 + c(a - b )

2
 > a

3 
+ b

3
 +

 
c

3
. 

Bài tập 4: Chứng minh rằng trong tam giác ABC có :
a b c

3
b c a c a b a b c

  
     

 

 Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi, ta có: 

3
a b c abc

3
b c a c a b a b c (b c a)(c a b)(a b c)

  
           

  (1) 

và  

1
(b c a)(c a b) (b c a c a b) c

2
            

    
1

c a b a b c c a b a b c a
2

            

    
1

a b c b c a a b c b c a b
2

            

Nhân các vế của 3 bất đẳng thức trên, ta được: 

 

   

   

   b c a c a b a b c abc

abc
1

b c a c a b a b c

      

 
     

 

Kết hợp với chứng minh (1), suy ra: 

a b c
3

b c a c a b a b c
  

     
 

Dấu bằng xảy ra khi a = b = c hay ABC là đều . 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 5: Cho a, b, c là số đo ba cạnh của tam giác.  

Chứng minh rằng: abc > (a + b - c)(b + c - a)(c + a - b) 

 Chứng minh 

Ta có: 

a > b - c  2 2 2a > a - (b -c)  > 0 

b > a - c  2 2 2b > b - (c -a)  > 0 
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c > a - b  2 2 2c > c -(a -b) > 0

Nhân vế với vế của các bất đẳng thức ta được: 

     

     

   

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2

     a b c a b c b c a c a b

a b c a b c b c a c a b

abc a b c b c a c a b

           
     

       

       

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b = c.  

Tam giác có độ dài ba cạnh a, b, c thỏa mãn điều kiện trên là tam giác đều.

Vậy ta có điều phải chứng minh. 

Bài tập 6: Chứng minh rằng trong mọi tam giác ABC, ta có: 

1 1 1 1 1 1
2

p a p b p c a b c

 
     

    

ở đây a, b, c là độ dài ba cạnh, p là nửa chu vi của tam giác.

Giải 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho ba số dương, ta có: 

  
1 1 4 4

p a p b p a p b c
  

   
(1) 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi p - a = p - b  a = b. 

Tương tự, ta có: 

1 1 4

p b p c a
 

 
(2) 

1 1 4

p c p a b
 

 
(3) 

Dấu bằng trong hai bất đẳng thức trên xảy ra khi a = b; b = c.

Cộng từng vế của ba bất đẳng thức trên, ta có: 

1 1 1 1 1 1
2 4

p a p b p c a b c

   
       

     

1 1 1 1 1 1
2

p a p b p c a b c

 
     

    

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. Tam giác có độ dài ba cạnh như trên là tam giác đều.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

4.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của tam giác. Chứng minh rằng:  

a
2
(b + c) + b

2
( c + a) + c

2
(a + b ) > 2abc + a

3 
+ b

3
 +

 
c

3

Bài tập 2: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của tam giác. Chứng minh rằng:  

a
2
(b + c) + b

2
(c + a) + c

2
(a + b ) < 3abc + a

3 
+ b

3
 +

 
c

3

Bài tập 3: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của tam giác chứng minh rằng:  

2a
2
b

2 
+ 2b

2
c

2
 + 2a

2
 c

2 
- a

4
 - b

4
 - c

4
 > 0

Bài tập 4: Cho a, b, c là độ dài ba cạnh của tam giác.  

Chứng minh rằng: 
a b b c c a 1

a b b c c a 8

  
  

  
. 

Bài tập 5: Cho hình thang ABCD có AB//CD và diện tích là S. Gọi E là giao điểm của hai 

đường chéo. Chứng minh rằng: SABE ≤ 0,25. 

Bài tập 6: Cho a, b, c là chiều dài ba cạnh của tam giác có chu vi bằng 2. 

Chứng minh rằng: 2 2 2a + b +c + 2abc < 2 . 

5. Chứng minh bất đẳng thức bằng phƣơng pháp làm trội: 

5.1. Kiến thức cơ bản: 

Dùng các tính chất của bất đẳng thức để đưa một vế của bất đẳng thức về dạng tính được: 

Tổng hữu hạn.

Tích hữu hạn. 
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Gọi  

 Tổng: Sn = u1 + u2 +…..+ un = (a1 - a2) + (a2 - a3) + (a3 - a4 ) + ... + (an - an+1) 

 Tích: T = u1.u2 … un  = 1 2 n

2 3 n+1

a a ...a

a a ...a
. 

5.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho các số tự nhiên phân biệt: u1, u2, ..., un khác nhau và lớn hơn 1. 

Chứng minh rằng: 
2 2 2

1 2 n

1 1 1
1 1 ... 1 0,5

u u u

    
           

    

 

 Chứng minh 

Không mất tính tổng quát: 

Giả sử:  

      2 ≤ u1 < u2 < ... < un  

  u i > i +1  

(Do các ui phân biệt ) 

     

 
2 2 2 2 2 2

1 2 n

1 1 1 1 1 1
1 1 ... 1 1 1 ... 1

u u u 2 3 n 1

                                      

 

 

 
2 2 2 2 2 2

1 2 n

1 1 1 1 1 1
1 1 ... 1 1 1 ... 1

u u u 2 3 n 1

                                      

 

 
2 2 2

1 2 n

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 ... 1 1 1 ... 1 1 1 ... 1

2 3 n 1 2 3 n 1u u u

             
                                        

 

 
2 2 2

1 2 n

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 ... 1 1 1 ... 1 1 1 ... 1

2 3 n 1 2 3 n 1u u u

             
                                        

 

 
 

 
 2 2 2

1 2 n

3.4.... n 21 1 1 1.2.3...n
1 1 ... 1 .

u u u 2.3.4... n 1 2.3.4... n 1

    
                 

 

 
   2 2 2

1 2 n

1 1 1 n 2 1 1
1 1 ... 1 0,5

2u u u 2 n 1 2 n 1

     
                    

 

Vậy 
2 2 2

1 2 n

1 1 1
1 1 ... 1 0,5

u u u

    
           

    

  

Bài tập 2: Với mọi số tự nhiên n > 1. Chứng minh rằng:  

1 1 1 1
+ +....+

n +1 n + 2 n + n 2
  

 Chứng minh 

Ta có: 
1 1 1

> =
n + k n + n 2n

, với  k = 1, 2, 3, …, n - 1. 

Do đó: 
1 1 1 1 1 n 1

+ +...+ > +...+ = =
n +1 n + 2 2n 2n 2n 2n 2

 

Bài tập 3: Chứng minh rằng:  1 1 1
1+ + +....+ > 2 n +1 -1

2 3 n
, với n là số nguyên. 

 Chứng minh 

Ta có:  1 2 2
= > = 2 k +1 - k

k 2 k k + k +1
 

Khi cho k = 1, ..., n, ta có: 

 1 > 2  12   



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính    Trang số 244  

          232
2

1


         ……………… 

          1
2 n 1 n

n
  

Cộng từng vế các bất đẳng thức trên ta có  1 1 1
1+ + +....+ > 2 n +1 -1

2 3 n

Vậy ta có điều phải chứng minh. 

Bài tập 4: Chứng minh rằng: 
n

2
k=1

1
< 2

k
 , n Z 

Chứng minh 

Ta có: 
 2

1 1 1 1
< = -

k k k -1 k -1 k

Cho k = 1, ..., n, ta có: 

2

2

2

1 1
1

2 2

1 1 1

3 2 3

.................

1 1 1

1

 

 

 
n n n

2 2 2

1 1 1
.... 1

2 3 n
    

Vậy 
n

2
k=1

1
< 2

k
 . 

Bài tập 5: Chứng minh rằng với n  N. Ta có: 
 
 

1.3.5.7... 2n 1 1

2.4.6.8... 2n 2n 1






Chứng minh 

Ta có: 

 

 

 

 

2 2

2 2

2n 1 2n 12n 1 2n 1

2n 2n 1
2n 2n 1

  
  



Lần lượt thay n = 1, 2, 3, …, rồi nhân vế với vế của các bất đẳng thức đó ta được:  

 
 

1.3.5.7... 2n 1 1

2.4.6.8... 2n 2n 1






Vậy ta được điều phải chứng minh. 

Bài tập 6: Cho 
n

1 1 1
h 1 ...

3 5 2n 1

    


. Chứng minh rằng với n là các số nguyên dương ta 

có: 

 2 2 2 2

1 2 3 n

1 1 1 1
... 2

h 3h 5h 2n 1 h

    


Chứng minh 

  Với  n là các số nguyên dương, ta có: 

   
2

k

k 1 k

1 1

12n 1 h
2k 1 h h

2n 1



 

  
 

< 
k 1

1 1

h h



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Vì 
k k 1

1
h h

2n 1


 


. 

Suy ra:  

    
 2 2 2 2

1 2 2 3 k 1 k1 2 3 n

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
... 1 ...

h h h h h hh 3h 5h 2n 1 h


    
                    

 


 2 2 2 2

1 k 11 2 3 n

1 1 1 1 1 1
... 1

h hh 3h 5h 2n 1 h


      


 

 
 2 2 2 2

1 k 11 2 3 n

1 1 1 1 1 1
... 1

h hh 3h 5h 2n 1 h


      


 

 
 2 2 2 2

11 2 3 n

1 1 1 1 1
... 1 2

hh 3h 5h 2n 1 h

      


 

Vậy 
 2 2 2 2

1 2 3 n

1 1 1 1
... 2

h 3h 5h 2n 1 h

    


 

Bài tập 7: Chứng minh rằng: 

   
2 2 2

1 1 1 kn n 1
1 1 ... 1

nn n 1 n k

 
      

 
. 

 Chứng minh 

Chứng minh với ba số x, y, z thoả mãn: x + y + z = 0. 

Ta có: 

 
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

x y z x y z

     . 

Thật vậy: Xét 
2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2

x y zx y z x y z

   
           

  

 

 
2 2 2

2 2 2

1 1 1 x y z
2

xyzx y z

1 1 1

x y z

  
     

 

  

 

  
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

x y z x y z

      

Từ chứng minh trên: Với x = 1, y = n, z = -(n + 1) 

 Ta có: 

     

 
2 2 2

1 1 1 1 1
1 1 1

n n 1n n n 1

      


 

 

   
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 ... 1 1 1 ... 1

n n 1 n 1 n 2 n k n k 1n n 1 n k

     
                    

           

 

 

 
2 2 2

1 1 1 1 1
1 1 k 1

n n k 1n n n 1

       
 

 

 

 
2 2 2

1 1 1 1
1 1 k 1

nn n n 1

      

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 

 
2 2 2

1 1 1 kn n 1
1 1

nn n n 1

 
    



5.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Chứng minh rằng:   

a) 
1 1 1

... 1

10 11 100

   

b) 
2

1 1 1
... 1

n n 1 n

   


, n nguyên dương. 

Bài tập 2: Cho n là số tự nhiên. Chứng minh rằng:  

a) 
 

1 1 1
... 1

1.2 2.3 n n 1

   


b) 
2 2 2

1 1 1 1
1 ... 2

n2 3 n

     

Bài tập 3: Chứng minh: 
2 2 2

1 2 n

1 1 1
... 2

a 2a na

    . Trong đó n, k N
*
 và ak = 

1 1 1
...

2 3 k

  

6. Chứng minh bất đẳng thức bằng phƣơng pháp quy nạp: 

6.1 Kiến thức cơ bản: 

Để chứng minh bất đẳng thức đúng với 0n n ta thực hiện các bước sau:

Bước 1: Kiểm tra bất đẳng thức đúng với 0n n

Bước 2: Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k. (giả thiết quy nạp)

Bước 3: Chứng minh bất đẳng thức đúng với  n = k +1. 

Bước 4: Kết luận bất đẳng thức đúng với mọi  0n n . 

6.2 Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Chứng minh rằng:  
2 2 2

1 1 1 1
+ +....+ < 2 -

1 2 n n
, n N;  n 1  

Chứng minh 

Với n = 2 ta có 
2

1
2

4

1
1  (đúng).  

Suy ra: Bất đẳng thức đúng với n = 2. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k.  

Ta phải chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1.

Thật vậy khi n = k + 1 thì 

2 2 2 2

1 1 1 1 1
+ +....+ + < 2-

1 2 k (k +1) k +1

Theo giả thiết quy nạp:  


 

22 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
.... 2 2

1 2 k (k 1) k k 1k 1
        

 


 

22 2

1 1 1 1 1
....

1 (k 1) k 1 kk 1
    

  


2

k 1 1 1

(k 1) k

 



2k(k 2) (k 1)   

 k
2
+2k<k

2
+2k+1 (đúng) 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 2: Cho n N và a + b > 0. Chứng minh rằng: 

n n na b a + b

2 2

 
 

 
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 Chứng minh 

Với n = 1. Bất đẳng thức đúng. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k. 

Ta phải chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1. 

Thật vậy, với n = k + 1, ta có: 

    

k+1 k 1 k 1a + b a b

2 2 2

 
 

  
 

 

k k 1 k 1a + b a b a b
.

2 2 2

   
  

 
  

k 1 k k k 1 k 1 k 1a ab a b b a b

4 2

      
   

k 1 k 1 k 1 k k k 1a b a ab a b b
0

2 4

      
     

   k ka b . a b 0             

Ta chứng minh    k ka b . a b 0   . 

Giả sử  a   b  và giả thiết cho: 

a   -b   a   |b|  a
k
 ≥ |b|

k
 ≥ b

k
     k ka b . a b 0    

Giả sử a < b và theo giả thiết cho: 

- a < b   
k k k ka b a b        k ka b . a b 0            

Vậy bất đẳng thức luôn đúng. 

Bài tập 3: Cho a ≥ -1, 1 ≤ n  N. Chứng minh rằng: n(1 a) 1 na    

 Chứng minh 

Với n = 1: Bất đẳng thức luôn đúng. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k  N. 

Tức là: k(1 a) 1 ka    

Ta phải chứng minh bất đẳng thức đúng với n =  k + 1. 

Ta cần chứng minh: k 1(1 a) 1 (k 1)a     

Ta có: k 1 k 2(1 a) (1 a)(1 a) (1 a)(1 ka) 1 (k 1)a ka 1 (k 1)a               

Suy ra: Bất đẳng thức đúng với n = k + 1. 

Vậy theo nguyên lý quy nạp: n(1 a) 1 na   , n > 1 

Bài tập 4: Cho 1 ≤ n  N và a1, a2, ..., an ≥ 0 thoả mãn 1 2 n

1
a a a

2
    .  

Chứng minh rằng: 1 2 n

1
(1 a )(1 a ) (1 a )

2
    .  

 Chứng minh 

Với n = 1 thì 1

1
a

2
  1

1
1 a

2
    Bất đẳng thức đúng. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k. 

Tức là: 1 2 k

1
(1 a )(1 a ) (1 a )

2
     

Ta cần chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1. 

Thật vậy:  

   1 2 k 1(1 a )(1 a ) (1 a )    

= 1 2 k 1 k k 1 k k 1(1 a )(1 a ) (1 a )[1 (a a ) a a ]        1 2 k 1 k k 1(1 a )(1 a ) (1 a )[1 (a a )]        

Vì 1 2 k 1 k k 1

1
a a a (a a )

2
        

Suy ra: Bất đẳng thức đúng với n =  k + 1. 
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Vậy theo nguyên lý quy nạp: 
1 2 n

1
(1 a )(1 a ) (1 a )

2
   

Bài tập 5: Cho 1 ≤ n  N, ai, bi R, i = 1, 2, ..., n.  

Chứng minh rằng: 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 n(a b a b a b ) (a a a )(b b b )           

Chứng minh 

Với n = 1: Bất đẳng thức luôn đúng. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k, (k  N). 

Tức là: 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 k k 1 2 k 1 2 k(a b a b a b ) (a a a )(b b b )           

Ta phải chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1. 
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 k 1 k 1 1 2 k 1 1 2 k 1(a b a b a b ) (a a a )(b b b )               (1) 

Thật vậy, ta có: 

       2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 k 1 2 k 1 k k 1a a a b b b a a b             2 2 2 2 2 2

k 1 1 2 k k 1 k 1a (b b b ) a b     

1 1 2 2 k k 1 1 k 1 k 1 2 2 k 1 k 1(a b a b a b ) 2a b a b 2a b a b          2 2

k k k 1 k 1 k 1 k 12a b a b a b    
2

1 1 2 2 k k(a b a b a b ) 2     1 1 2 2 k k(a b a b a b )   k 1 k 1a b 

2 2

k 1 k 1a .b 
2

1 1 2 2 k 1 k 1(a b a b a b )    

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 6: Với giá trị nào của số tự nhiên n bất đẳng thức sau đúng: 
n2 2n 1 

Chứng minh

Với 

n = 0 suy ra 02 2.0 1 1   . Bất đẳng thức sai. 

n = 1 suy ra 12 2.1 1 3   . Bất đẳng thức sai. 

n = 2 suy ra 4 > 5. Bất đẳng thức sai. 

n = 3 suy ra 8 > 7. Bất đẳng thức đúng. 

n = 4 suy ra 16 > 9. Bất đẳng thức đúng. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k > 2, tức là 2
k
 > 2k + 1. 

Ta cần chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1, tức là 2
k+1

 > 2(k + 1) + 1. 

Thật vậy ta có: 

     
k2 2 với mọi k ≥ 1 theo giả thiết quy nạp 2

k
 + 2

k
 > 2k + 1 + 2 

 k 12 2 k 1 1    . 

Suy ra: Bất đẳng thức đúng với n = k + 1. 

Vậy 2
n
 > 2n+1 với mọi n > 2. 

Bài tập 7: Chứng minh rằng: 

n
1

1 n, n N,n 2
n

 
     

 
. 

Chứng minh 

Với n = 3. Bất đẳng thức trở thành 3
27

64

3

1
1

3









 . Bất đẳng thức đúng. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k, tức là: 

k
1

1 k
k

 
  

 
. Bất đẳng thức đúng. 

Ta chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1, tức là: 

k 1
1

1 k 1
k 1



 
   

 
. 

Thật vậy, ta có: 

k 1 k k
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 k 1 k 1
k 1 k 1 k 1 k k k



           
                     

             
. 

Suy ra: Bất đẳng thức đúng với n = k + 1.

Vậy bất đẳng thức trên đúng với mọi n. 
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Bài tập 8: Chứng minh rằng: 
 1.3.5... 2n 1 1

2.4.6.2n 2k 1





. 

 Chứng minh 

Khi n = 1, thì bất đẳng thức trở thành: 
1 1

2 3
 . Bất đẳng thức đúng. 

Giả sử bất đẳng thức đúng với n = k, tức là: 
 1.3.5... 2k 1 1

2.4.6...2n 2k 1





  (1) 

Ta phải chứng minh bất đẳng thức đúng với n = k + 1, tức là:
  

 

1.3.5... 2k 1 2k 1 1

2.4.6....2k 2k 2 2k 3

 


 
    

Thật vậy, ta có: 

 2k 1 2k 1

2k 2 2k 3

 


 
          (2) 

Nhân hai bất đẳng thức (1) và (2), ta được: 

  

 

1.3.5... 2k 1 2k 2 1 2k 1 1
.

2.4.6...2k 2k 2 2k 1 2k 3 2k 3

  
 

   
 

Vậy bất đẳng thức đúng n Z  . 

6.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho   x1, x2, …, xn là các số dương. Chứng minh rằng: 

                  1 2 n 1 n

2 n 3 1 4 2 n n 2 1 n 1

x x x xx3
... 2,  n 4

x x x x x x x x x x



 

      
    

 

Bài tập 2: Chứng minh với mọi số nguyên dương n, ta có: 
1 3 5 2n 1 1

. ....
2 4 6 2n 2n 1





 

Bài tập 3: Chứng minh rằng mọi: 
2 n

1 2 n 3
... , n N

3 3 3 4
      . 

Bài tập 4: Cho n số dương nghiệm đúng thỏa mãn 1 2 na .a ...a 1.   

Chứng minh rằng: 
1 2 n

a +a +...+a n . 
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Augustin Louis Cauchy 

(đôi khi tên họ được viết Cô-si)

(21/8/21789 - 23/5/1857) 

Là một nhà toán học người Pháp.  

7.1. Kiến thức cơ bản: 

Bất đẳng thức Cô si cho hai số không âm: 

Cho hai số a, b không âm ta có: 

a + b
ab

2


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b.

Bất đẳng thức Cô si cho ba số không âm: 

Cho ba số a, b, c không âm, ta có:  

3a + b + c
abc

3


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b = c.

Bất đẳng thức Cô si cho n số không âm: 

Cho n số a1, a2, ..., an số không âm, ta có: 

1 2 n n
1 2 n

a + a +...+ a
a a ...a

n


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a1 = a2 = ... =  an. 

Hệ quả: 

Hệ quả 1:    
22 22 a + b a + b 4ab  , với a,b R  . 

Hệ quả 2: 
1 1 4

+
a b a + b

 , với a, b > 0. 

Hệ quả 3: 
a b

+ 2
b a

 , với a, b > 0. 

7.2. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Chứng minh:       
2 2 2

2 2 2

a b c a b c
,  a,b.,c 0

b c a c a b

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 2 số dương, ta có:  

   
2 2 2 2

2 2 2 2

a b a b a 2a
2 . 2

b c b c c c

Tương tự:  

 
2 2

2 2

b c 2b
 

c a a

7. BẤT ĐẲNG THỨC CÔSI (CAUCHY) 
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2 2

2 2

c a 2c
  

a b b
    

Cộng các vế tương ứng của các bất đẳng thức trên, ta có điều phải chứng minh. 

Bài tập 2: Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng: 

3 3 3

3 3 3

1 1 1 3 b + c c + a a + b
(a + b + c ) + + + +

a b c 2 a b c

   
   

   
 

      (Tạp chí Toán học & Tuổi trẻ 6/2003) 

 Chứng minh 

Với a, b, c >, ta có:  
3 3

3 3

3 3

a + b ab(a + b);  

b + c bc(b + c); 

c + a ca(c + a)







 

Cộng các vế của bất đẳng thức trên với nhau, ta được: 
3 3 32(a + b +c ) ab(a + b) + bc(b +c) +ca(c +a)  (1) 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho ba số dương, ta có: 

3
3 3 3 3 3 3

1 1 1 1 1 1 3
+ + 3 . . =

a b c a b c abc
    (2) 

Nhân các vế tương ứng của (1) và (2), ta có điều phải chứng minh. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 3: Cho a, b ≥ 0. Chứng minh rằng: 3a
3 
+ 72b

3
 ≥ 18ab

2
. 

 Chứng minh 

Do a, b ≥ 0. Suy ra: 3a
3
, 9b

3
, 8b

3  
≥ 0. 

Áp dụng bất đẳng thức Cô si, cho ba số không âm: 3a
3
, 9b

3
, 8b

3  

Ta có: 3a
3 
+ 9b

3 
+ 8b

3 
≥

3 2 3 2 2

3 3a 9b 8b 18ab  

Dấu bằng xảy ra khi 3a
3 
= 9b

3 
= 8b

3 
 a = b = 0.

 
 

Bài tập 4: Cho a > b > 0. Chứng minh rằng: 
 

1
a 3

b a b

 


. 

 Chứng minh 

 Nhận thấy: a = b +(a - b). Do a > b. Suy ra: a - b > 0.  

Áp dụng bất đẳng thức Cô si cho ba số không âm: b, a - b, 
 

1

b a b
.  

Ta có:  

    
 

   
 

3

1 1
a b a b 3.3 b a b 3

b a b b a b

      
 

 


 

1
a 3

b a b

 


. 

Dấu bằng xảy ra khi b = a - b = 
 

1

b a b
 

Giải ra, ta được: a = 2 và b = 1. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 5: Cho a > b > 0. Chứng minh: 
2

1
a + 2 2.

b(a - b)
  

 Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho bốn số dương, ta có: 

4
2 2 2

1 a - b a - b 1 a - b a - b 1
a + = b + + + 4 b. . . = 2 2.

b(a - b) 2 2 b(a - b) 2 2 b(a - b)
  
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Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 6: Cho a, b, c, d > 0. Chứng minh:  
2 2 2 2

5 5 5 5 3 3 3 3

a b c d 1 1 1 1
+ + + + + +

b c d a a b c d


Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 5 số dương, ta có: 
2 2 2

5
5 5 5 3 3 15 3

2

5 3 3

a a a 1 1 1 5
+ + + + 5 =

b b b a a b b

3a 5 2
-

b b a

    

 

Tương tự, ta có:  
2

5 3 3

3b 5 2
-

c c b


2

5 3 3

3c 5 2

d d c
 

Cộng vế với nhau của các bất đẳng thức trên, ta được: 
2 2 2 2

5 5 5 5 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2 2 2

5 5 5 5 3 3 3 3

2 2 2 2

5 5 5 5 3 3 3 3

a b c d 5 2 5 2 5 2 5 2
+ + + - + - + - + -

b c d a a a b b c c d d

a b c d 1 1
+ + + + +

b c d a a b c d

a b c d 1 1
+ + + + +

b c d a a b c d

    3

1 1
3 3

1 1

         
         
        

   
     

  

  

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 7: Cho a, b ≥ 0 và p, q là các số hữu tỉ dương, thoả mãn: 
1 1

1

p q

  .  

Chứng minh rằng: 
p q

a b
ab

p q

  . 

Chứng minh 

Vì p, q là các số hữu tỉ nên 
1 1

;  

p q

cũng là các số hữu tỉ.  

Do đó, từ giả thiết tồn tại các số tự nhiên m, n, k sao cho 
1 m 1 n

;  

p k q k

  và m + n = k.  

Khi đó: 

     
p q

a b
ab

p q

 

k k

m n
m n

a b ab

k k

  

Theo bất đẳng thức Cô si, ta có: 

k k k k k k

m m m n n n

k k k k k k
k

m n m m n n

a a ... a b b ... b

m n
a b a ...a .b ....b ab

k k k

 
 

       
 
    

 
k k

m nm h¹ng tö a n h¹ng tö b

(với m + n = k) 

Vậy 
k k

m n
m n

a b ab

k k

  . Dấu bằng xảy ra khi 
k k

m nm n
a b a b   . 

2

5 3 3

3d 5 2

a a d
 
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Bài tập 8: Cho các số a1, a2, ..., an thoả mãn điều kiện: 0 < a ≤ ai ≤ b, với i = 1, 2, ..., n. 

Chứng minh rằng:  
 2 2 2

1 2 n

1 2 n

n a b
1 1 1

a a ... a ...

a a a 2ab

 
       

 
 

 Chứng minh 

Từ giả thiết, ta có: 0 < a ≤ ai ≤ b. 

Suy ra:  

      ai
2
 - (a + b)ai + ab ≤ 0, với i = 1, 2, ..., n. 

 2

i i

i

i

a ab a b a

ab
a a b

a

   

   
 

Vì ai > 0, với i = 1, 2, ..., n. 

Lần lượt cho i = 1, 2, 3, …, n rồi cộng các vế lại với nhau ta được. 

   
1 2 n

1 2 n

ab ab ab
a a ... a ... n a b

a a a

 
         

 
      (1) 

Áp dụng bất đẳng thức Cô si, cho hai số dương, ta được:  

   
1 2 n 1 2 n

1 2 n 1 2 n

ab ab ab ab ab ab
a a ... a ... 2 a a ... a ...

a a a a a a

   
                

   
  (2) 

Từ  (1) và (2), suy ra:  

        
1 2 n

1 2 n

ab ab ab
2 a a ... a ... n a b

a a a

 
        

 
 

    
2

2

1 2 n

1 2 n

ab ab ab
4 a a ... a ... n a b

a a a

 
        

 
 

  
 

2
2

1 2 n

1 2 n

n a b1 1 1
a a ... a ...

a a a 4ab

 
       

 
 

  
 2 2 2

1 2 n

1 2 n

n a b
1 1 1

a a ... a ...

a a a 2ab

 
       

 
 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Lưu ý: Bài toán trên có sử dụng bất đẳng thức Bunyacovsky cho hai bộ số là: (1; a) và (1; b). 

(a + b)
2
 ≤ (1

2
 + 1

2
)(a

2
 + b

2
) = 2(a

2
 + b

2
) 

Bài tập 9: Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng: 
2 2 2

1 1 1 a b c

2abca bc b ac c ab

 
  

  
. 

 Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi, ta có: 

2

2

2 1 1 1 1
a bc 2a bc

2 ab aca bc a bc

 
      

  
 

Tương tự: 

2 2

2 2 2

2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
    

b ac 2 bc ab c ab 2 ac bcb ac c ab

2 2 2 a b c

a bc b ac c ab 2abc

   
         

    

 
   

  

 

Dấu bằng xảy ra khi a = b = c. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 10: Cho các số thực x, y, z > 0. Chứng minh: 
4 4 4316xyz(x + y + z) 3 (x + y) (y + z) (z + x)  

 Chứng minh 
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Đặt:  A = (x + y)(y + z)(z + x) 

Khi đó: A = xy(x + y + z) + yz(x + y + z) + xz
2
 + zx

2

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 8 số dương.  

Trong đó có ba số  
1

xy x y z
3

  , ba số  
1

yz x y z
3

  , xz
2
 và zx

2
. 

Ta có:  

     
6 6

8
6

(xyz) (x + y + z)
(x + y)(y + z)(z + x) 8

3


6 6

6

(xyz) (x + y + z)
(x + y) (y + z) (z + x) 8

3

(xyz) (x + y + z)
(x + y) (y + z) (z + x) 8

3

(xyz)(x + y + z) (x + y) (y + z) (z + x)

4 4 4 4

3 3
4 4 4 4

3

4 4 4316 3

 

 

 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x = y = z.

Vậy bất đẳng thức đã được chứng minh. 

Bài tập 11: Cho x, y, z > 0 thỏa mãn xyz = 1. Chứng minh rằng: 
2 2 2x y z 3

1 y 1 z 1 x 2
  

  

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho hai số dương, ta có: 

2 2

2 2

2 2

x 1+ y x 1+ y
+ 2 . = x

1+ y 4 1+ y 4

y 1+ z y 1+ z
+ 2 . = y

1+ z 4 1+ z 4

z 1+ x z 1+ x
+ 2 . = z

1+ x 4 1+ x 4







Cộng các vế tương ứng của ba bất đẳng thức trên, ta được: 
2 2 2x 1+ y y 1+ z z 1+ x

+ + + + + (x + y + z)
1+ y 4 1+ z 4 1+ x 4

     
     

     
2 2 2x y z 3 x + y + z

+ + - - + (x + y + z)
1+ y 1+ z 1+ x 4 4

 

3

3(x + y + z) 3
-

4 4

3 3 3 3 3
.3 x.y.z - = .3- =

4 4 4 4 2

                               

                               





Vì xyz = 1. 

Dấu bằng xảy ra khi x = y = z = 1. 

Bài tập 12: Cho các số dương x, y, z thỏa mãn xyz = 1.  

Chứng minh: 
3 3 3 3 3 31+ x + y 1+ y + z 1+ z + x

+ + 3 3.
xy yz zx



Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Cô- si cho ba số dương, ta có: 

     
3 3 3 331 + x + y 3 1.x .y = 3xy

3 31+ x + y 3

xy xy
 

Tương tự, ta có: 
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3 31+ y + z 3

yz yz
  

3 31+ z + x 3

zx zx
  

Cộng vế với vế các bất đẳng thức trên, ta được: 
3 3 3 3 3 31+ x + y 1+ y + z 1+ z + x

+ +
xy yz zx

3 3 3
+ +

xy yz zx
  (1) 

Mặt khác, ta có: 

     3
3 3 3 3 3 3

+ + 3 . .
xy yz zx xy yz zx

  

3 3 3
+ + 3 3

xy yz zx
        (2) 

Từ (1), (2) suy ra:  
3 3 3 3 3 31+x y 1 y z 1+z x

3 3.
xy yz zx

   
    

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 13: Chứng minh rằng với mọi x, y, z dương và x + y + z = 1 thì 
18xyz

xy + yz + zx >
2 + xyz

 

 Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi, ta có: 

 2 = x + y + z + x + y + z 36 xyz  

Và  

  3 xyz
2

xy yz zx 3    

Nhận vế với vế của các bất đẳng thức trên, ta được: 

 2(xy + yz + zx) ≥ 18xyz  (1) 

Mặt khác, ta có:  

 xyz(xy + yz + zx) > 0   (2) 

Cộng bất đẳng thức (1) và (2), ta được: 

 (xy + yz + zx)(2 + xyz) > 18xyz 

Suy ra: 
18xyz

xy + yz + zx >
2 + xyz

 (vì 2 + xyz > 0) 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 14: Cho x, y, z là các số dương thỏa mãn: 
1 1 1

+ + = 4
x y z

.  

Chứng minh rằng: 
1 1 1

+ + 1.
2x + y + z x + 2y + z x + y + 2z

  

 Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho 4 số dương, ta có: 

24
4

2

1 1 1 1 1
(x + y + z) + + + 4. x yz.4 =16

x x y z x yz

 
 

 
 

Suy ra:  

1 1 2 1 1
+ +

2x + y + z 16 x y z

 
  

 
 

Tương tự, ta có: 

1 1 1 2 1
+ +

x + 2y + z 16 x y z

 
  

 
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1 1 1 1 2
 + +
x + y + 2z 16 x y z

 
  

 

Cộng vế với vế của các bất đẳng thức trên, ta được: 

1 1 1 1 1 1 1
+ + + + = 1

2x + y + z x + 2y + z x + y + 2z 4 x y z

 
  

 

Dấu bằng xảy ra khi 
4

x y z
3

   . 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 15: Cho n số dương: a1, a2, …, an và a1a2 … a n =1.  

Chứng minh rằng: (1 + a1) (1 + a2 )…(1 + a n) ≥ 2
n
. 

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy hai số 1 và ai, i=1,2,3…,n.

Ta có: 

 
1 1

1 a 2 a 

....................... 

 
2 2

1 a 2 a 

 
n n

1 a 2 a 

Nhân vế với vế của các bất đẳng thức trên, ta được:  

    
1 2 n 1 2 n

1 a 1 a ... 1 a 2.2...2. a a ...a   
n sè 2

Vì a1a2...an = 1. 

     n

1 2 n
1 a 1 a ... 1 a 2   

Dấu bằng xảy ra khi  1 = a1,1 = a2, …, 1 = a n. 

a1 = a2 = ... = an = 1. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 16: Cho ba số dương a, b, c và thỏa mãn điều kiện: 
1 1 1

+ + = 2
1+ a 1+ b 1+ c

. 

Tìm giá trị lớn nhất của Q = abc. 

Giải 

Ta có: 

1 1 1 b c bc
1 1 2

1 a 1 b 1 c 1 b 1 c (1 b)(1 c)
      

      

Tương tự 

1 ca
2 ,

1 b (1 c)(1 a)

1 ab
2

1 c (1 a)(1 b)


  


  

Nhân các bất đẳng thức trên, ta có: 

1 1 1 abc
. . 8

1+ a 1+ b 1+ c (1+ a)(1+ b)(1+ c)


Hay  

abc 
1

8
 . 

Dấu bằng xảy ra khi a = b = c = 
1

2
. 

Vậy giá trị lớn nhất của Q = 
1

8
. 
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Bài tập 17: Cho a, b, c dương và a
2
 + b

2
 + c

2
 = 3.  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
3 3 3

2 2 2

a b c
P = + +

b + 3 c + 3 a + 3
. 

 Giải 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho ba số dương, ta có: 
3 3 2 6 2

3

2 2

a a b 3 a 3a
3

16 64 42 b 3 2 b 3


   

 
  (1) 

3 3 2 6 2

3

2 2

b b c 3 c 3c
3

16 64 42 c 3 2 c 3


   

 
   (2) 

3 3 2 6 2

3

2 2

c c a 3 c 3c
3

16 64 42 a 3 2 a 3


   

 
  (3) 

Cộng các từng vế với nhau của các bất đẳng thức trên, ta được: 

 
2 2 2

2 2 2a b c 9 3
P a b c

16 4

  
       (4) 

(Vì a
2
 + b

2
 + c

2
 =3) 

Từ (4), suy ra: 
3

P
2

 . 

Dấu bằng xảy ra khi a = b = c = 1. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P = 
3

2
. 

Bài tập 18: Cho ba số thực dương a, b, c thỏa mãn  abc = 1.  

Tìm giá trị nhỏ nhất của P =  
     

3 3 3

4a 4b 4c

(1 b)(1 c) (1 c)(1 a) (1 a)(1 b)

. 

 Giải 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi cho ba số dương, ta có: 

 
3

4a 1 b 1 c
a

(1 b)(1 c) 2 2

   
 

 

3

4b 1 c 1 a
b

(1 c)(1 a) 2 2

   
 

 

3

4c 1 a 1 b
c

(1 a)(1 b) 2 2

   
 

 

Công các vế của các bất đẳng thức trên, ta được: 

P = 
3 3 3

34a 4b 4c
a b c 3 abc 3

(1 b)(1 c) (1 c)(1 a) (1 a)(1 b)

      
     

 

Dấu bằng xảy ra khi a = b = c =1 

Vậy giá trị nhỏ nhất của P = 3. 

7.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a, b, c > 0 và a + b + c = 1. Chứng minh: 
1 1 1

1 1 1 64

a b c

   
      

   
.  

Bài tập 2: Cho a, b, e, c, d > 0 và a + b + c + d + e = 1.  

Chứng minh: 
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1024

a b c d e

     
          

     
  

Bài tập 3: Với a, b, c là ba số dương bất kỳ. Chứng minh rằng: 

(1 + a
3
)(1 + b

3
)(1 + c

3
) ≥ (1 + ab

2
)(1 + bc

2
)(1 + ca

2
) 

Bài tập 4: Chứng minh rằng: Với số thực dương bất kỳ, ta luôn có 3 23 a + a 1+ a . 

Bài tập 5: Cho ABC có ba cạnh là a, b, c và p là nửa chu vi.  

Chứng minh rằng: 
1 1 1 1 1 1

+ + 2 + + .
p -a p - b p -c a b c

 
  

 
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Bài tập 6: Chứng minh rằng với mọi x, y > 0, ta có:  

2

y 9
1+ x 1+ 1+ 256.

x y

  
     

Bài tập 7: Cho a, b, c là ba số dương thỏa mãn a + b + c = 
3

4
.  

Chứng minh rằng: 3 3 3a +3b + b +3c + c +3a 3

Bài tập 8: Chứng minh rằng nếu 0 ≤ y ≤ x ≤ 1 thì 
1

 x y - y x
4

 . 

Bài tập 9: Cho x, y, z ≥ 0 và x + y + z ≤ 3.  

Chứng minh rằng: 
2 2 2

x y z 3 1 1 1
+ + + + .

1+ x 1+ y 1+ z 2 1+ x 1+ y 1+ z
 

Bài tập 10: Cho x 0,  y 0,  z 0   thỏa mãn 
3

x y z
4

   .  

Tìm giá tri lớn nhất của biểu thức: 33 3P x 3y y 3z z 3x     

Đáp số: Max P = 3. 

Bài tập 11: Cho x, y > 0. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
 

3

2

x y
Q

xy


 . 

Đáp số: MinQ = 
27

4
. 

Bài tập 12: Cho x, y > 0 và x + y = 1. Chứng minh rằng: 
3 3

1 1
P

x y xy
 


. 

Đáp số: MinP = 4 2 3 . 
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Viktor Yakovlevich Bunyakovsky  

(Tiếng Nga: Виктор Яковлевич Буняковский) 

(04/12/1804 - 12/12/1889) 

Sinh ra tại Bar, Ukraina. Mất tại: Sankt Petersburg) 

Là một nhà toán học người Nga. 

 

 

 

8.1. Kiến thức cơ bản: 

Với hai dãy số thực tùy ý a1; a2; ..., an và b1; b2; ..., bn ta luôn có: 

    
2

2 2 2 2 2 2

1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n n
a + a +...+ a b + b +...+ b a b + a b +...+ a b  

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 1 2 n

1 2 n

a a a
= = ... =

b b b
. 

 Chứng minh  

Đặt: 

  

2 2 2

1 2 n

2 2 2

1 2 n

a = a + a +...+ a

b = b + b +...+ b






 

 Nếu a = 0 hay b = 0: Bất đẳng thức luôn đúng. 

 Nếu a,b > 0: 

Đặt:  i i
i i

a b
α = ,β = , i =1,2,...n

a b
 

Khi đó: 2 2 2 2 2 2

1 2 n 1 2 nα +α +...+α = β +β +...+β  

Mặt khác:  2 2

i i i i

1
α β α +β

2
  

Suy ra:  

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 n

1 1 2 2 n n

1 1
    ... ( .... ) ( ... ) 1

2 2

a b a b ... a b a.b

                   

    

 

Ta có: 1 1 2 2 n n 1 1 2 2 n na b a b ... a b a b a b ... a b        

Suy ra: 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 n n 1 2 n 1 2 n(a b a b ... a b ) (a a ... a )(b b ... b )           

Dấu bằng xảy ra 
 i i 1 2 n

1 2 n1 1 n n

α = β i 1,2,..., n a a a
....

b b bα β ....α β   cùng d u

  
    

 Ê
 

8. BẤT ĐẲNG THỨC BUNYACOVSKY  
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8.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho ba số x, y, z thoả mãn:  x(x - 1) + y(y - 1) + z(z - 1) ≤ 
4

3
.  

Chứng minh rằng: x + y + z ≤ 4. 

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyacovsky cho 3 bộ số: (1; x), (1; y), (1; z), ta được: 

(x + y + z)
2
 ≤ (1 + 1 + 1)(x

2
 + y

2
 + z

2
) = 3(x

2
 + y

2
 + z

2
)   (1) 

Theo giả thiết: 

       x(x - 1) + y(y - 1) + z(z - 1) ≤ 
4

3

 (x
2
 + y

2
 + z

2
) - (x + y + z) ≤

4

3
(2) 

Từ (1) và (2), suy ra: 

3

1
(x + y + z)

2
 - (x + y + z) 

4

3
. 

Đặt: S = x + y + z, ta có: 

     
3

1
S

2
 - S 

4

3
   

 (S + 1)(S - 4) = 0 

 -1  S  4. 

Suy ra: x + y + z  4. 

Dấu bằng xảy ra khi x = y = z = 
3

4
. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 2: Chứng minh bất đẳng thức Nettbits với ba biến a,b,c là các số dương. 

Chứng minh rằng: 

                                   
a b c 3

+ +
b + c c + a a + b 2



Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng bunyacovski (Cauchy-Schwarz), ta được. 

2 2 2 2

a b c
  + +

b + c c + a a + b

a b c (a + b + c) 3(ab + bc + ca) 3
= + + =

ab + ac bc + ab ac + bc 2(ab + bc + ca) 2(ab + bc + ca) 2
 

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 3: Cho 4 số a, b, c, d bất kỳ chứng minh rằng: 
2 2 2 2 2 2(a c) (b d) a b c d      

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyacovsky, tacó: 

ac + bd  2 2 2 2a + b . c + d

Mà 

         
2 2 2 2 2 2a + c + b + d = a + b + 2 ac + bd + c + d  2 2 2 2 2 2 2 2a b 2 a b . c d c d      


2 2 2 2 2 2(a c) (b d) a b c d      

Vậy bất đẳng thức được chứng minh.

Bài tập 4: Chứng minh rằng: 2 2 2a b c ab bc ac     . 

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyacovsky, ta có: 

Xét cặp số (1, 1, 1) và (a, b, c), ta có: 

   
22 2 2 2 2 21 +1 +1 (a + b + c ) 1.a +1.b +1.c
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  3    2 2 2 2 2 2a b c a b c 2 ab bc ac         

 2 2 2a b c ab bc ac         

Dấu bằng xảy ra khi a = b = c. 

Vậy bất đẳng thức đã được chứng minh. 

Bài tập 5: Cho a, b, c là các số thực, thỏa mãn: a + b +c =1. Chứng minh rằng: 2 2 2 1
a b c

3
   . 

 Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyacovsky, cho hai bộ 3 số (1,1,1) và (a,b,c): 

Ta có:  

           
2 2 2 21.a 1.b 1.c 1 1 1 . a b c        

     
2 2 2 2a b c 3. a b c      

  2 2 2 1
a b c

3
   , (vì a + b + c = 1) 

Vậy ta có điều phải chứng minh. 

Bài tập 6: Cho x[0; 1]. Chứng minh: 4 4x 1 x x 1 x 2 2 2       . 

Tìm x để dấu đẳng thức xảy ra? 

 Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyacovski cho hai bộ số (1; 1) và  x; 1 x , ta được: 

 x 1 x 2 x 1 x 2          (1) 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyacovski cho hai bộ số (1; 1) và  4 4x; 1 x , ta được: 

 4 4 4x 1 x 2 x 1 x 2. 2 2 2         (2) 

Cộng các vế tương ứng của (1) và (2), ta được: 

4 4x 1 x x 1 x 2 2 2        

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 

4 4

x [0;1]
1

x = 1- x x = .
2

x = 1- x








 

Bài tập 7: Cho a, b, c > 0. Chứng minh: 

 

a b c
+ + 1

a + (a + b)(a + c) b + (b + c)(b + a) c + (c + a)(c + b)
  

 Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyacovski cho hai bộ số  a; b  và  c; a , ta có: 

 
2    ( ac + ab) (a + b)(c + a)

ac + ab (a + b)(c + a)

a + ac + ab a + (a + b)(c + a)



 

 

 

a a a

a (a b)(c a) a ac ab a b c
  

      
  (1) 

Tương tự, ta có: 

b b

b + (b + c)(b + a) a + b + c
      (2) 
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c c

c + (c + a)(c + b) a + b + c
 (3) 

Cộng các vế tương ứng của (1), (2) và (3), ta được: 

a b c
+ + 1

a + (a + b)(a + c) b + (b + c)(b + a) c + (c + a)(c + b)


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 

Bài tập 8: Với a, b, c là ba số dương thỏa mãn đẳng thức: ab + bc + ca = abc.  

Chứng minh rằng: 
2 2 2 2 2 2b + 2a c + 2b a + 2c

+ + 3.
ab bc ca



Chứng minh 

Nhân hai vế của bất đẳng thức với abc, ta được: 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

     c b 2a a c 2b b a 2c 3abc

b c 2a c a c 2a b a b 2b c 3abc

     

      

Áp dụng bất đẳng thức Bunyacovski, ta có: 

2 2 2 2 2 2 2 1 3
b c 2a c (bc) (ac) (ac) (bc ca ca) (bc 2ca)

33
         (1) 

Tương tự, ta có: 

2 2 2 2 3
a c 2a b (ac 2ab)

3
   (2) 

2 2 2 2 3
a b 2b c (ab 2bc)

3
   (3) 

Cộng vế với vế của các bất đẳng thức trên, ta được: 

   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3
b c 2a c a c 2a b a b 2b c .3 ab bc ca 3 abc

3
        

Hay 

2 2 2 2 2 2b + 2a c + 2b a + 2c
+ + 3.

ab bc ca


Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 9: Cho x, y, z là ba số dương thỏa mãn x + y + z ≤ 1.  

Chứng minh rằng: 2 2 2

2 2 2

1 1 1
x y z 82.

x y z
     

Chứng minh 

Gọi 2 2 2

2 2 2

1 1 1
S = x + + y + + z +

x y z

Áp dụng bất đẳng thức Bunyacovski cho hai bộ số (1; 9) và 
1

x; 
x

 
 
 

, ta có: 

2 2

2 2

9 1 1
x + 1+81 x + = 82 x +  

x x x
 (1) 

Tương tự, ta có: 

2

2

9 1
y + 82 y +

y y
 (2) 

2

2

9 1
z + 82 z +

z z
 (3) 

Cộng (1), (2) và (3) theo vế, ta có: 

1 1 1
S. 82 x + y + z + 9 + +

x y z

 
  

 
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Hay 

1 1 1
S. 82 81(x + y + z) +9 + + -80(x + y + z)

x y z

 
  

 
  

 

1 1 1
2.9.3. (x + y + z) + + -80

x y z

162 -80 = 82.

 
  

 



 

2 2 2

2 2 2

1 1 1
x + + y + + z +

x y z
  82  

Vậy ta có điều phải chứng minh.  

8.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a, b, c > 0 và p = 
a b c

2

 
. Chứng minh rằng: 

p p a p b p c 3p        

Bài tập 2: Cho n số bất kỳ a1, a2, …, an. Chứng minh rằng: 

   
2

2 2 2

1 2 n 1 2 n
a a ... a n a a ... a        

Bài tập 3: Cho a, b, c khác 0. Chứng minh rằng: 
2 2 2

2 2 2

a b c a b c

b c ab c a

     . 

Bài tập 4: Cho a, b, c là dộ dài ba cạnh trong một tam giác.  

Chứng minh rằng: 
     

1 1 1
1

a 2b 2c a b 2c 2a b c 2a 2b c

  
     

. 

Bài tập 5: Cho ax - by ≥ m. Chứng minh rằng: 
2

2 2
m

ax by

a b

 


. 

Bài tập 6: Giả sử phương trình: x
2 

+ ax + b = 0 có nghiệm x = t. Chứng minh rằng: t < 1 + a
2
 + 

b
2
. 

Bài tập 7: Chứng minh:  a 1 b 1 c 1 c ab 1       , với mọi số thực dương a, b, c ≥ 1. 

Bài tập 8: Cho x, y, z > 0. Chứng minh: 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

xyz(x + y + z + x + y + z ) 3+ 3

(x + y + z )[(x + y + z) - (x + y + z )] 18
 . 

Bài tập 9: Cho a, b, c > 0 thỏa mãn abc = 1. Chứng minh rằng: 

3 3 3

1 1 1 3
+ +

a (b + c) b (c + a) c (a + b) 2
 . 

Bài tập 10: Cho x, y > 0 và x
2
 + y

2
 ≤ x + y. Chứng minh: x +3y 2 + 5.  
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Karl Hermann Amandus Schwarz  

(25/1/1843 - 30/11/1921) 

Là một nhà toán học người Đức. 

9.1. Kiến thức cơ bản: 

Với hai dãy số thực: (a1, a2, ...,am) và (b1, b2, ..., bm), ta có:  

 
2

2 2 2
1 2 m1 2 m

1 2 m 1 2 m

a + a +...+ aa a a
+ +...+

b b b b + b +...+ b


Bất đẳng thức này còn có tên gọi là Engel hay Cauchy - Swarchz (C - S). 

9.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho a, b, c là các số dương tùy ý. Chứng minh rằng:  

bc ca ab a + b + c
+ +

b + c + 2a c + a + 2b a + b + 2c 4
 . 

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức CAUCHY - SWCHARZ cho hai bộ số 
1 1

1;  ,  1;  

a b

   
   
   

ta có:  

Ta có: 
4 1 1

+
a + b a b



sử dụng nhận xét sau để giải bài toán trên: 

bc bc 4 bc 1 1 1 bc bc
= . + = +

b + c + 2a 4 (a + b) + (a + c) 4 a + b a + c 4 a + b a + c

   
    

   

ca ca 4 ca 1 1 1 ca ca
= . + = +

c + a + 2b 4 (a + b) + (b + c) 4 a + b b + c 4 a + b b + c

   
    

   

ab ab 4 ab 1 1 1 ab ab
= . + = +

a + b + 2c 4 (a + c) + (b + c) 4 a + c b + c 4 a + c b + c

   
    

   

Cộng các vế của bất đẳng thức với nhau, ta được: 

bc ca ab a + b + c
+ +

b + c + 2a c + a + 2b a + b + 2c 4


Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 2:Cho a, b, c là các số dương, thỏa mãn: a + b + c = 3.  

Chứng minh rằng: 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
+ +

4a + b + c a + 4b + c a + b + 4c 2
 . 

Chứng minh 

Nhận xét:  

9. BẤT ĐẲNG THỨC CAUCHY - SCHWARZ (C - S) 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 265  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

b c c a a b
+ + + + + = 3

a + b a + c b + c b + a c + a a + b

     
     
     

 

Phân tích: 4a
2 
+ b

2 
+ c

2 
= 2a

2 
+ (a

2 
+ b

2
) + (a

2 
+ c

2
) 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz ta được phân tích sau 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

9 (a + b + c) a b c
= + +

4a + b + c 2a + (a + b ) + (a + c ) 2a a + b a + c
  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

9 (a + b + c) b a c
= + +

a + 4b + c 2b + (a + b ) + (b + c ) 2b b + a b + c
  

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2

9 (a + b + c) c b a
= + +

a + b + 4c 2c c + b c + a2c + (c + b ) + c + a
  

Cộng các vế của các bất đẳng thức trên, ta được: 

     
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 3 9
9 + + 3

4a + b + c a + 4b + c a + b + 4c 2 2

 
   

 
 

 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
+ +

4a + b + c a + 4b + c a + b + 4c 2
  

Đẳng thức chỉ xảy ra khi và chỉ khi a = b = c = 1. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 3: Chứng minh rằng với mọi số thực dương a, b, c ta đều có bất đẳng thức: 
2 2 2a b c 1

+ +
(2a + b)(2a + c) (2b + a)(2b + c) (2c + a)(2c + b) 3

  

 Chứng minh 

Ta chú ý đến đẳng thức (2a + b)(2a + c) = (2a
2 
+ bc) + a(a + b + c) + a(a + b + c) 

Áp dụng bất đẳng Cauchy - Schwarz ta được: 

      

  

2

2 2

2

9 1 1 1
    + +

2a + b 2a + c 2a + bc a a + b + c a a + b + c

a 1 a 2a
+

2a + b 2a + c 9 2a + bc a + b + c



 
   

 

 

Tương tự: 

  

2 2

2

b 1 b 2b
+

2b + a 2b + c 9 2b + ac b + a + c

 
  

 
 

  

2 2

2

c 1 c 2c
+

2c + a 2c + b 9 2c + ab c + a + b

 
  

 
 

Cộng vế với vế của các bất đẳng thức trên, ta được: 
2 2 2a b c 1

+ +
(2a + b)(2a + c) (2b + a)(2b + c) (2c + a)(2c + b) 9


2 2 2

2 2 2

a b c
2

2a + bc 2b + ac 2c + ab

 
   

 
 

Ta chứng minh bất đẳng thức: 
2 2 2

2 2 2

a b c
1

2a + bc 2b + ac 2c + ab
    

Thật vậy ta có:  
2 2

2 2 2

a a bc
1 1 2 3 1

2a + bc 2a + bc 2a + bc
         

Nhưng mà theo bất bất đẳng thức Cauchy-Schwarz ta có 

 

 

2 2

22 2 22

bcbc (ab + bc + ca)
1

2a + bc (ab) + 2 a bc2a bc + bc
   

 
 

Ta được điều phải chứng minh. 

Bất đẳng thức đã cho được minh hoàn toàn.  
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Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 

Bài tập 4: Cho a,b,c là 3 số thực không âm và có nhiều nhất 1 số bằng 0. Khi đó, ta có: 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

a b c 1

3a (b c) 3b (a c) 3c (a b) 2
  

     

Chứng minh 

Ta phân tích: 3a
2 
+ (b + c)

2 
= (2a

2 
+ 2bc) + (a

2 
+ b

2 
+ c

2
) 

Từ đó sử dụng bất đẳng Cauchy-Schwarz ta được 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

a a 4 a 1 1
.

3a (b c) 4 (2a 2bc) (a b c ) 4 2a 2bc a b c

 
   

         

Tương tự ta có: 
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

a 1 a a 1 a
1)

3a (b c) 4 2a 2bc a b c 4 2a bc

   
      

        
  

Ta cần chứng minh: 
2 2 2

2 2 2

a b c
1

2a bc 2b ca 2c ab
  

  
Đẳng thức xảy ra khi (a, b, c) = (t, t, 0), (tR) và các hoán vị.

Vậy bất đẳng đã được chứng minh. 

Bài tập 5: Cho ba số thực dương x, y, z thỏa mãn x + y + z ≥ 3.  

Chứng minh rằng: 
2 2 2x y z 3

2x yz y zx z xy
  

  
. 

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz, ta có: 

 
2

2 2 2 x y zx y z

x yz y zx z xy x y z xy yz zx

 
  

       

Mặt khác:

x + y + z xy yz zx  

nên ta có: 

 
2

2 2 2 x y zx y z x y z 3

x y z x y z 2 2x yz y zx z xy

   
    

      

Vì x + y + z ≥ 3. 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x = y = z.

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 6: Cho ba số thực dương a, b, c. Chứng minh rằng: 
a b c

1
b 2c c 2a a 2b

  
  

. 

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz, ta có: 

     

 

 

 

 

2 22 2 2

2

a b c a b ca b c
1

a b 2c b c 2a c a 2b 3 ab bc ca a b c

   
    

      

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y = z. 

Bài tập 7: Cho các số thực dương x, y, z thỏa mãn 2 2 2 1
x y z

3
   .  

Chứng minh rằng: 
3 3 3x y z 1

2x 3y 5z 2y 3z 5x 2z 3x 5y 30
  

     

Chứng minh 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz, ta có: 

     

 
   

2
2 2 24 4 4

2 2 2

x y zx y z

x 2x 3y 5z y 2y 3z 5x z 2z 3x 5y 2 x y z 8 xy yz zx

 
  

          

Vì x
2
 + y

2
 + z

2
 ≥ xy + yz + zx nên 
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 
   

 
 

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

x y z x y z x y z 1

10 302 x y z 8 xy yz zx 10 x y z

     
  

      
 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi 
1

x y z
3

   . 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 8: Cho ba số thực dương a, b, c thỏa mãn a
2
 + b

2
 + c

2
 = 3abc.  

Chứng minh rằng: 
2 2 2 2 2 2

a b c 9

b c c a a b a b c
  

 
. 

 Chứng minh 

Ta có:  
4 4 4

2 2 2 2 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 2

a b c a b c

b c c a a b a b c b c a c a b
      

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz, ta có: 

 
 

 

 

2 22 2 24 4 4

3 2 2 3 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2

a b c 3abca b c 9

a b c b c a c a b a b c a b c a b c a b c a b c

 
    

     
 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x = y = z = 1. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

Bài tập 9: Cho ba số thực dương a, b, c.  

Chứng minh rằng: 
2 2 2 2 2 2a b b c c a

a b c
a b b c c a

  
    

  
. 

 Chứng minh 

Ta có:  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2a b b c c a a b b c c a

a b b c c a a b a b b c b c c a c a

  
       

        
 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz, ta có: 

 

 

2
2 2 2 2 2 2 2 a b ca b b c c a

a b c
a b a b b c b c c a c a 4 a b c

            
       

 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b = c. 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

9.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a, b, c là độ dài 3 cạnh của một tam giác.  

Chứng minh rằng: 
a b c

+ + 1
3a - b + c a +3b -c -a + b +3c

  

Bài tập 2: (Nebits) Cho ba số thực dương a, b, c. Chứng minh rằng: 
a b c 3

b c c a a b 2
  

  
. 

Bài tập 3: (Croatia 2004) Cho ba số thực dương a, b, c.  

Chứng minh rằng: 
        

2 2 2x y z 3

x y x z y z y x z x z y 4
  

     
. 

Bài tập 4: (Rumani) Cho ba số thực dương a, b, c.  

Chứng minh rằng: 
       

a b c 27

bc c a ca a b ab b c 2 a b c
  

    
. 

Bài tập 5: (Vasc) Cho ba số thực a, b, c không âm và hai trong ba số không đồng thời bằng 0. 

Chứng minh rằng: 
 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

4a b c 4b c a 4c a b ab bc ca2 a b c
   

        
 

Bài tập 6: Cho các số thực a, b, c > 0 thỏa mãn ab + bc + ca = 1.  

Chứng minh rằng: 
     

3 3 3

a b c 9

5123b 5c 3c 5a 3a 5b
  

  
. 
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10.1. Kiến thức cơ bản: 

Trong toán học, bất đẳng thức Nesbitt là một trường hợp đặc biệt của bất đẳng thức Shapiro khi 

số phần tử là 3. 

Với mọi a, b, c > 0, ta luôn có: 

a b c 3
+ +

b + c c + a a + b 2
 (1) 

Cách chứng minh đơn giản: Cộng thêm 3 vào hai vế của phương trình.

Chứng minh 

Đặt: 

a b c
P = + +

b + c c + a a + b

b c a
Q = + +

b + c c + a a + b

c a b
R = + +

b + c c + a a + b
Ta có: R + Q = 3 

P + R = 
a + c b + a c + b

+ + 3
b + c c + a a + b



P + Q = 
a + b b + c c + a

+ + 3
b + c c + a a + b



Từ đó: P 
3

2

 . 

10. BẤT ĐẲNG THỨC NESBIT 



.:: CHUYÊN ĐỀ TOÁN LUYỆN THI VÀO LỚP 10 THPT ::. 

Biên soạn: Trần Trung Chính     Trang số 269  

 
Pafnuty Lvovich Chebyshev 

(Tiếng Nga: Пафну́тий Льво́вич Чебышёв, 

 IPA: [pɐfˈnutʲɪj ˈlʲvovʲɪt͡ɕ t͡ɕɪbᵻˈʂof])  

(Ngày sinh: 16/5/1821 – 08/12/1894) 

 là nhà toán học nổi tiếng người Nga  

và là người sáng tạo ra bất đẳng thức cộng Chebyshev. 

 

 

 

 

Bất đẳng thức cộng Chebyshev, được đặt theo tên nhà toán học Pafnuty Chebyshev, được phát 

biểu rằng:  

11.1. Kiến thức cơ bản: 
Cho hai dãy số (a1, a2, ..., an) và (b1, b2, ..., bn). 

(1) Nếu cả hai dãy cùng tằng hoặc cùng giảm, tức là: 

 
1 2 n

1 2 n

a a ..... a

b b ..... b

  


  
 hoặc 

1 2 n

1 2 n

a a ..... a

b b ..... b

  


  
  

thì 

  1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n na + a +...+ a b + b +....+ b a b + a b +....+ a b
.

n n n
 . 

(2) Nếu một dãy tăng, một dãy giảm, tức là: 

 
1 2 n

1 2 n

a a ..... a

b b ..... b

  


  
 hoặc 

1 2 n

1 2 n

a a ..... a

b b ..... b

  


  
  

thì 

  1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n na + a +...+ a b + b +....+ b a b + a b +....+ a b
.

n n n
 . 

Dấu „=‟ xảy ra khi và chỉ khi
1 2 n

1 2 n

a a .... a

b b .... b

  


  
 

  Chứng minh  

 Bất đẳng thức cộng Chebyshev được chứng minh bằng cách dùng qui tắc sắp xếp bất đẳng thức. 

Giả sử ta có hai chuỗi số được cho như sau 

a1  a2  ...  an. 

và 

b1  b2  ...  bn 

Vậy thì, theo qui tắc sắp xếp bất đẳng thức, ta có 

a1b1 + ... + anbn 

là giá trị lớn nhất có thể sắp xếp được từ hai chuỗi số trên. 

a1b1 + ... + anbn = a1b1 + ... + anbn 

a1b1 + ... + anbn  a1b2 + ... + anb1 

a1b1 + ... + anbn  a1b3 + ... + anb2 

................................................................................. 

11. BẤT ĐẲNG THỨC TRÊ - BƢ - SÉP 
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a1b1 + ... + anbn  a1bn + ... + anbn-1 

Cộng vế theo vế, ta có: 

n(a1b1 + ... + anbn)  (a1 + ... + an)(b1 + ... + bn)  

chia cả hai vế cho n2, ta nhận được: 

   1 1 n n 1 n 1 n
a b +...+ a b a +...+ a b +...+ b

.
n n n

 . (Điềuchứng minh) 

11.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Cho a > b > c > 0 và 2 2 2a + b +c 1 . Chứng minh rằng:  
3 3 3a b c 1

b c a c a b 2
  

  
. 

Chứng minh 

Do a, b, c đối xứng.  

Giả sử: a  b  c nên 
a b c

b c c a a b
 

  

Áp dụng bất đẳng thức Chebyshev cho hai dãy giảm (a
2
; b

2
; c

2
) và 

a b c
; ;

b c c a a b

 
 

   
. 

 
3 3 3

2 2 2

3 3 3

1 a b c 1 a b c 1
a b c

3 b c c a a b 3 b c c a a b 3

a b c 1 3 1
.

b c c a a b 3 2 2

   
          

       

    
  

Vì 
a b c 3

b c c a a b 2
  

  
(bất đẳng thức Nesbnit) 

Dấu bằng xảy ra khi a = b = c = 
3

1
. 

Vậy 
3 3 3a b c 1

b c a c a b 2
  

  
. 

Bài tập 2: Cho a, b, c > 0 và a + b + c = 3. Chứng minh rằng:  

2 2 2

1 1 1
1

c a b b c a a b c
  

     

Chứng minh 

Nhận thấy: 

 
 

 

2

2 2 2 2

c 1 c1 1 1 1 3 c 3 c

c a b 3 c 3 c 3 3 c c 3 3 c c 3

  
    

       

Ta có: 

     
 

 
 

 
 

 2 2 2 2 2 2

c 1 c b 1 b a 1 a1 1 1
0

c a b b c a a b c 3 c c 3 3 b b 3 3 a a 3

  
     

           

 

 
 

 
 

 2 2 2

c c 1 b b 1 a a 1
0

3 c c 3 3 b b 3 3 a a 3

  
   

     

c 1 b 1 a 1
0

3 3 3
c 1 b 1 a 1

c b a

  
   

     

Vì a, b, c có vai trò như nhau. 

Giả sử: a ≥ b ≥ c  a - 1 ≥ b - 1 ≥ c - 1. 

Mặt khác: a + b + c = 3 nên ab, bc, ca ≤ 3. 

1 1 1

3 3 3
a 1 b 1 c 1

a b c

 

     
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Áp dụng bất đẳng thức Chebyshev cho hai dãy (a - 1; b - 1; c - 1) và 

1 1 1
; ;

3 3 3
a 1 b 1 c 1

a b c

 
 
 
      
 

 

Ta có: 

       
1 1 b 1 1 1 1 1 1 1

a 1 . b 1 c 1 a 1 b 1 c 1
3 3 3 3 3 33 3 3

a 1 b 1 c 1 a 1 b 1 c 1
a b c a b c

        
        

                    
                   
         

 

c 1 b 1 a 1
0

3 3 3
c 1 b 1 a 1

c b a

  
   

     

 

Vậy bất đẳng thức được chứng minh. 

11.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Cho a, b, c ≥ 0. Chứng minh rằng:  2 2 2a 8bc b 8ca c 8ac 3 a b c         

Hướng dẫn 

  

  

2

2

2

8 a bc b c
3a a 8bc

3a a 8bc b c

 
  

  
 

Áp dụng bất đẳng thức Chebyshev với tổng các tử số bằng 0. 

Bài tập 2: Cho các số thực dương a, b, c, d cổng bằng 4.  

Chứng minh rằng: 
2 2 2 2

1 1 1 1 1

11 a 11 b 11 c 11 d 3
   

   
 

Hướng dẫn 

 2 2

1 1 1 a 1
a 1

11 a 12 12 11 a


  

 
 

Bài tập 3: Cho n số ai ≥ 0, i = 1, 2, ..., n. Chứng minh rằng mọi số tự nhiên m, ta có: 
mm m m

1 2 n 1 2 na a ... a a a ... a

n n

      
  
 

 

Bài tập 4: Chứng minh rằng bất đẳng thức Nesbnit 3 biến bằng cách sử dụng bất đẳng thức 

Chebyshev.  
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Daniel Bernoulli  

Sinh ngày: 08/2/1700 tại Groningen, Hà Lan.

Mất ngày: 08/3/782 tại Basel, Thụy sỹ.

Ông là một nhà toán học Thụy sỹ - Hà lan 

và là một trong số nhiều nhà toán học nổi tiếng trong gia đình Bernoulli.  

Ông được nhớ đến nhờ những ứng dụng của ông ấy về toán học đối với cơ học,  

đặc biệt là cơ học chất lỏng, cũng như việc đi tiên phong trong xác suất và thống kê.  

Chữ ký 

12.1. Kiến thức cơ bản: 

Với mọi r  Z
+
 và với mọi số thực x > −1:  

 
r

1+ x 1+ rx

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x = 0 hoặc r = 1.  

Nếu số mũ r là chẵn, thì bất đẳng thức này đúng với mọi số thực x. 

Bất đẳng thức này trở thành bất đẳng thức nghiêm ngặt như sau:

Với mọi số nguyên r ≥ 2 và với mọi số thực x ≥ −1 với x ≠ 0. 

 
r

1+ x > 1+ rx

Chứng minh 

Khi r = 0, bất đẳng thức trở thành  
0

1+ x >1+ 0x tức là 1 ≥ 1 mà rõ ràng đúng. 

Bây giờ giả sử bất đẳng thức đúng với r = k: 

(1 + x)
k
 > 1 + kx 

Cần chứng minh: 

(1 + x)
k+1

 > 1 + (k + 1)x 

Thật vậy,        
k+1 k

1+ x = 1+ x 1+ x 1+ x 1+ kx   (vì theo giả thiết 1 + x ≥ 0)  

   2 2 21 = kx + x + kx =1+ k +1 x + kx 1+ k +1 x , (vì kx
2
 ≥ 0) 

Suy ra: Bất đẳng thức đúng với r = k+1. 

Theo nguyên lý quy nạp, chúng ta suy ra bất đẳng thức đúng với mọi r 0 . 

Số mũ r có thể tổng quát hoá thành số thực bất kỳ như sau: nếu x > −1, thì 

 
r

1+ x 1+ rx

với r ≤ 0 hay r ≥ 1, và 

 
r

1+ x 1+ rx

với 0 ≤ r ≤ 1. 

12. BẤT ĐẲNG THỨC BERNOULLI 

http://www.onthi.com/?a=OT&ot=LT&hdn_lt_id=14#16
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  Một lần nữa, bất đẳng thức này trở thành bất đẳng thức nghiêm ngặt nếu x ≥ -1 và 1 ≤ r thuộc 

tập số tự nhiên. 

12.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Chứng minh rằng: a
b
 + b

 a 
 > 1, a, b > 0. 

 Chứng minh 

Nếu a ≥ 1 hay b ≥ 1 thì bất đẳng thức luôn đúng 

Nếu 0 < a, b < 1 

Áp dụng bất đẳng thức Bernouli: 

 b b

b
b 1 a1 1 a a b a

1 1 a .
a a a a a b

    
         

   
 

Chứng minh tương tự: 2 b
b

a b



.  

Vậy b aa b 1  . 

Bài tập 2: Cho a,b,c > 0. Chứng minh rằng: 
55 5 5a b c a b c

3 3

    
  
 

 

 Chứng minh 

Ta có bất đẳng thức tương đương: 
5 5 5

3a 3b 3c
3

a b c a b c a b c

     
       

          
 

Áp dụng bất đẳng thức Bernouli: 

 5 5
5 b + c - 2a3a b + c - 2a

= 1+ 1+
a + b + c a + b + c a + b + c

   
   

   
   (2)  

Chứng minh tương tự ta đuợc: 

 5
5 c a 2b3b

1
a b c a b c

  
  

    
         (3) 

 5
5 a b 2c3c

1
a b c a b c

  
  

    
      (4) 

Cộng (2), (3), (4) vế theo vế ta có: 
5 5 5

3a 3b 3c
3

a b c a b c a b c

     
       

          
 

Vậy ta có điều phải chứng minh. 
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CHUYÊN ĐỀ 20 

TOÁN SUY LUẬN LOGIC 

Trong cuộc sống đôi khi ta gặp những bài toán vui mà khi giải nó ta chỉ cần vận dụng một cách 

linh hoạt các suy luận chính xác, sáng tạo, chặt chẽ. Dạng toán này rất phong phú, đa dạng và 

không có một dạng cụ thể nào. Thông thường để suy luận gọn gàng người ta thành lập bảng 

logic. Sau đây là một số bài toán luyện suy luận logic sơ cấp, mời các bạn tham khảo. 

Cách giải chung: 

Bước 1: Phiên dịch đề bài từ ngôn ngữ đời thường sang ngôn ngữ của logic mệnh đề: 

Tìm xem bài toán được tạo thành từ những mệnh đề nào. 

Diễn đạt các điều kiện (đã cho và phải tìm) trong bài toán bằng ngôn ngữ của logic mệnh 

đề. 

Bước 2: Phân tích mối liên hệ giữa điều kiện đã cho với kết luận của bài toán bằng ngôn ngữ của 

logic mệnh đề. 

Bước 3: Dùng các phương pháp suy luận logic dẫn dắt từ các điều kiện đã cho tới kết luận của 

bài toán. 

1. Phƣơng pháp lập bảng. 

1.1. Kiến thức cơ bản:  

  Các bài toán giải bằng phương pháp lập bảng thường xuất hiện hai nhóm đối tượng (chẳng hạn 

tên người và nghề nghiệp, hoặc vận động viên và giải thưởng, hoặc tên sách và màu bìa, …).  

  Khi giải, ta thiết lập 1 bảng gồm các hàng và các cột. Các cột ta liệt kê các đối tượng thuộc 

nhóm thứ nhất, còn các hàng ta liệt kê các đối tượng thuộc nhóm thứ hai. 

  Dựa vào điều kiện trong đề bài ta loại bỏ đần (ghi số 0) các ô (là giao của mỗi hàng và mỗi cột). 

Những ô còn lại (không bị loại bỏ) là kết quả của bài toán. 

1.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Trong 1 buổi học nữ công ba bạn Cúc, Đào, Hồng làm 3 bông hoa cúc, đào, hồng. Bạn 

làm hoa hồng nói với Cúc : Thế là trong chúng ta chẳng ai làm loại hoa trùng với tên mình cả! 

Hỏi ai đã làm hoa nào? 

Phân tích: 
Với bài toán này, chúng ta cần tìm ra xem ai làm hoa gì… Cần chú ý 1 số dữ kiện quan trọng của 

đề bài: 

- “Bạn làm hoa hồng nói với Cúc”: điều này có nghĩa là bạn Cúc không làm hoa hồng. Vì trái lại 

nếu Cúc làm hoa hồng thì hóa ra Cúc nói với Cúc??? 

- “Thế là trong chúng ta chẳng ai làm loại hoa trùng tên với mình cả” => Cúc không làm hoa cúc, 

Đào không làm hoa đào và Hồng cũng không làm hoa hồng. 

Từ đó ta đi lập bảng và xét các khả năng… 

Giải  
Vì “bạn làm hoa hồng nói với Cúc” nên Cúc không làm hoa hồng. Vì không ai làm giống tên 

mình nên Cúc không làm hoa cúc, Đào không làm hoa đào, Hồng không làm hoa hồng. 

Ta lập bảng với hàng ngang đầu tiên là tên các loại hoa, cột đầu tiên là tên các bạn. Nếu bạn Cúc 

không làm hoa cúc thì ta điền “không” ở ô tương ứng. 

Như vậy ở ô bạn Cúc – hoa cúc ta điền “không”. Bạn Đào – hoa đào điền “không”, bạn Hồng –

hoa hồng ta điền “không”. Theo lý luận ở trên thì bạn Cúc không làm hoa hồng nên ô Cúc- hồng 

điền “không”. Đến đây ta thấy bạn Cúc chỉ có thể làm hoa đào và hoa hồng chỉ có thể được làm 

bởi bạn Đào. Từ đó suy ra bạn Hồng làm hoa cúc. 

Cúc Đào Hồng

Cúc không có không 

Đào không có 

Hồng có không 

Nhìn vào bảng ta thấy: Cúc làm hoa đào 

Đào làm hoa hồng 

Hồng làm hoa cúc. 

Bài tập 2: Ba người thợ hàn, thợ tiện, thợ điện đang ngồi trò chuyện trong giờ giải lao. Người 

thợ hàn nhận xét : 

Ba ta làm nghề trùng với tên của 3 chúng ta nhưng không ai làm nghề trùng với tên của mình cả. 
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Bác Điện hưởng ứng : Bác nói đúng. 

Em cho biết tên và nghề nghiệp của mỗi người thợ đó. 

Phân tích: 

Bài này ChuTieu cũng lưu ý với các cháu là chúng ta cần đọc kỹ đề bài. Dữ kiện đề bài là Bác 

Điện hướng ứng “bác nói đúng” là rất quan trọng, từ đây ta suy ra bác Điện không làm thợ hàn. 

 Giải 
Ta có bảng sau: 

Nghề 

Tên 
Hàn Tiện Điện 

Hàn 0 
 

x 

Tiện x 0 
 

Điện 0 x 0 

Bác điện hưởng ứng lời bác thợ hàn nên bác Điện không làm thợ hàn 

Bác Điện làm thợ tiện. 

Bác Hàn phải làm thợ điện. 

Bác Điện phải làm thợ hàn. 

Bài tập 3: Năm người thợ tên là: Da, Điện, Hàn, Tiện và Sơn làm 5 nghề khác nhau trùng với tên 

của tên của 5 người đó nhưng không có ai tên trùng với nghề của mình. Tên của bác thợ da trùng 

với nghề của anh vợ mình và vợ bác chỉ có 2 anh em. Bác Tiện không làm thợ sơn mà lại là em 

rể của bác thợ hàn. Bác thợ sơn và bác thợ da là 2 anh em cùng họ. Em cho biết bác da và bác 

tiện làm nghề gì? 

Phân tích: 
Bài này các cháu cũng chú ý đến những dữ kiện của đề bài. Đề bài cho rất nhiều dữ liệu, nhưng 

nếu để ý chúng ta sẽ không bị rối. Ví dụ: bác Tiện không làm thợ sơn mà lại là em rể bác thợ 

hàn, điều này chứng tỏ bác Tiện không làm thợ sơn mà cũng không làm thợ hàn (vì anh rể bác ấy 

là thợ hàn rồi) Tương tự các dữ liệu khác, các cháu chú ý phân tích. 

Hơn nữa, ở bài này, chú ý rằng đề bài chỉ hỏi bác Tiện và bác Da làm nghề gì, nên ta hãy tập 

trung phân tích xoay quanh hai bác này nhé. 

 Giải 

Tên 

Nghề 
Da Điện Hàn Tiện Sơn 

da 0 
  

0 
 

điện 0 0 
 

x 
 

hàn x 
 

0 0 
 

tiện 
   

0 
 

sơn 0 
  

0 0 

Bác Tiện không làm thợ sơn. Bác Tiện là em rể của bác thợ hàn nên bác Tiện không làm thợ hàn 

Þ Bác Tiện chỉ có thể là thợ da hoặc thợ điện. 

Nếu bác Tiện làm thợ da thì bác Da là thợ điện. Như vậy bác Tiện vừa là em rể của bác thợ tiện 

vừa là em rể của bác thợ hàn mà vợ bác Tiện chỉ có 2 anh em. Điều này vô lí. 

Bác Tiện là thợ điện 

Bác Da và bác thợ sơn là 2 anh em cùng họ nên bác Da không phải là thợ sơn. Theo lập luận trên 

bác Da không là thợ tiện. Vậy Bác Da là thợ hàn. 

Bài tập 4: Trên bàn là 3 cuốn sách giáo khoa: Văn, Toán và Địa lí được bọc 3 màu khác nhau: 

Xanh, đỏ, vàng. Cho biết cuốn bọc bìa màu đỏ đặt giữa 2 cuốn Văn và Địa lí, cuốn Địa lí và cuốn 

màu xanh mua cùng 1 ngày. Bạn hãy xác định mỗi cuốn sách đã bọc bìa màu gì? 

 Giải 
Ta có bảng sau: 

Tên sách 

Màu bìa 
Văn Toán Địa 

Xanh x1 2 03 

đỏ 04 x5 06 
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vàng 7 8 x9 

Theo đề bài “Cuốn bìa màu đỏ đặt giữa 2 cuốn Văn và Địa lí”. Vậy cuốn sách Văn và Địa lí đều 

không đặt màu đỏ cho nên cuốn toán phải bọc màu đỏ. Ta ghi số 0 vào ô 4 và 6, đánh dấu x vào 

ô 5. Mặt khác, “Cuốn Địa lí và cuốn màu xanh mua cùng ngày”. Điều đó có nghĩa rằng cuốn Địa 

lí không bọc màu xanh. Ta ghi số 0 vào ô 3. 

- Nhìn vào cột thứ 4 ta thấy cuốn địa lí không bọc màu xanh, cũng không bọc màu đỏ. Vậy cuốn 

Địa lí bọc màu vàng. Ta đánh dấu x vào ô 9. 

- Nhìn vào cột 2 và ô 9 ta thấy cuốn Văn không bọc màu đỏ, cũng không bọc màu vàng. Vậy 

cuốn Văn bọc màu xanh. Ta đánh dấu x vào ô 1. 

Kết luận: Cuốn Văn bọc màu xanh, cuốn Toán bọc màu đỏ, cuốn Địa lí bọc màu vàng. 

Bài tập 5: Trong một bảng đấu loại bóng đá có 4 đội A, B, C, D. Người ta đưa ra 3 dự đoán:  

a) Đội A nhì, đội B nhất. 

b) Đội B nhì, đội D ba. 

c) Đội C nhì, đội D tư. 

Kết quả dự đoán này đều có  một ý đúng, một ý sai. Hãy xác định thứ tự của mỗi đội? 

Giải 

Ta ghi ba dự đoán vào ba dòng trong bảng sau: 

Thứ tự 

Dự đoán 

1 2 3 4 

a B A   

b  B D  

c  C  D 

Vì có nhiều dự đoán đề cập đến đội về nhì nên ta xét đội nào về nhì. 

Giả sử đội A về nhì là đúng thì các đội B về nhì là sai, do đó đội D về thứ ba (theo b) và về thứ 

tư (theo c), vô lí. 

Vậy đội A về nhì là sai, do đó theo a thì đội B về nhất. Đội B về nhì là sai nên theo b thì đội D về 

thứ ba. Đội D về thứ tư là sai nên theo c thì đội C về thứ nhì. Còn đội A về thứ tư. 

1.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Giờ Văn cô giáo trả bài kiểm tra. Bốn bạn Tuấn, Hùng, Lan, Quân ngồi cùng bàn đều 

đạt điểm 8 trở lên. Giờ ra chơi Phương hỏi điểm của 4 bạn, Tuấn trả lời : 

- Lan không đạt điểm 10, mình và Quân không đạt điểm 9 còn Hùng không đạt điểm 8. 

Hùng thì nói : 

- Mình không đạt điểm 10, Lan không đạt điểm 9 còn Tuấn và Quân đều không đạt điểm 8. 

Bạn hãy cho biết mỗi người đã đạt mấy đioểm?. 

Bài tập 2: ở 3 góc vườn trồng cây cảnh của ông nội trồng 4 khóm hoa cúc, huệ, hồng và dơn. 

Biết rằng hai góc vườn phía tây và phía bắc không trồng huệ. Khóm huệ trồng giữa khóm cúc và 

góc vườn phía nam, còn khóm dơn thì trồng giữa khóm hồng và góc vườn phía bắc. 

Bạn hãy cho biết mỗi góc vườn ông nội đã trồng hoa gì? 

Bài tập 3: Ba thầy giáo dạy 3 môn văn, toán, lí trò chuyện với nhau. Thầy dạy lí nhận xét : “Ba 

chúng mình có tên trùng với 3 môn chúng ta dạy, nhưng không ai có tên trùng với môn mình 

dạy”. Thầy dạy toán hưởng ứng : “Anh nói đúng”. 

Em hãy cho biết mỗi thầy dạy môn gì? 

Bài tập 4: Trong đêm dạ hội ngoại ngữ, 3 cô giáo dạy tiếng Nga, tiếng Anh và tiếng Nhật được 

giao phụ trách. Cô Nga nói với các em : “Ba cô dạy 3 thứ tiếng trùng với tên của các cô, nhưng 

chỉ có 1 cô có tên trùng với thứ tiếng mình dạy”. Cô dạy tiếng Nhật nói thêm : “Cô Nga đã nói 

đúng” rồi chỉ vào cô Nga nói tiếp : “Rất tiếc cô tên là Nga mà lại không dạy tiếng Nga”. Em hãy 

cho biết mỗi cô giáo đã dạy tiếng gì? 

Bài tập 5: Ba thầy giáo dạy các môn như sau: Văn, Sử, Hoá. Trong đó chỉ có 1 thầy có tên trùng 

với môn mình dạy. Hỏi mỗi thầy dạy môn gì? Biết thầy dạy môn hoá ít tuổi hơn thầy dạy văn, sử.

Bài tập 6: Trong một cuộc đua xe đạp. 4 vận động viên An, Bình, Cường, Dũng đã đạt bốn giải 

đầu tiên. 

Trong các câu sau đây, mỗi câu chỉ đúng về một vận động viên: 

a) Bình giải nhất, Dũng giải nhì. 
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 b) Bình giải nhì, Cường giải ba. 

 c) An giải nhì, Cường giải tư. 

Hãy xác định giải của từng vận động viên? 

Bài tập 7: Bốn bạn nữ Mỹ, Mận, Mai, Mơ đang ở trong một căn phòng của kí túc xá. Một cô sửa 

áo, một cô đang chải đầu, một cô đang viết thư, và một cô đang đọc sách. 

Biết thêm rằng: 

+ Mỹ không sửa áo và không đọc sách 

+ Mận không viết thư và không và không sửa áo 

+ Nếu Mỹ không viết thư thì Mơ không sửa áo. 

+ Mai không đọc sách và không sửa áo. 

Hãy nói chính xác mỗi cô đang làm gì trong phòng?  

2. Phƣơng pháp lựa chọn tình huống: 

2.1. Kiến thức cơ bản: 

Đây là dạng toán rất dễ nhật biết. Vì trong đề bài ta sẽ nhận thấy được các yêu cầu đúng hoặc sai, 

thỏa mãn hay không thỏa mãn yêu cầu bài toán. Ta luôn đặt các vấn đề của bài toán theo phương 

pháp phản chứng (giả sử ... vấn đề bài toán ... là đúng ... hoặc sai). 

2.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Trong kì thi HS giỏi tỉnh có 4 bạn Phương, Dương, Hiếu, Hằng tham gia. Được hỏi 

quê mỗi người ở đâu ta nhận được các câu trả lời sau: 

 Phương:  Dương ở Thăng Long còn tôi ở Quang Trung 

 Dương:  Tôi cũng ở Quang Trung còn Hiếu ở Thăng Long 

 Hiếu:   Không, tôi ở Phúc Thành còn Hằng ở Hiệp Hoà 

 Hằng:   Trong các câu trả lời trên đều có 1 phần đúng 1 phần sai. 

Em hãy xác định quê của mỗi bạn. 

 Giải 
Vì trong mỗi câu trả lời đều có 1 phần đúng và 1 phần sai nên có các trường hợp: 

- Giả sử Dương ở Thăng Long là đúng  Phương ở Quang Trung là sai 

 Hiếu ở Thăng Long là đúng 

Điều này vô lí vì Dương và Hiếu cùng ở Thăng Long. 

Giả sử Dương ở Thăng Long là sai  Phương ở Quang Trung và do đó Dương ở Quang Trung là 

sai  Hiếu ở Thăng Long 

 Hiếu ở Phúc Thành là sai  Hằng ở Hiệp Hoà 

 Còn lại  Dương ở Phúc Thành. 

Bài tập 2: Năm bạn Anh, Bình, Cúc, Doan, An quê ở 5 tỉnh: Bắc Ninh, Hà Tây, Cần Thơ, Nghệ 

An, Tiền Giang. Khi được hỏi quê ở tỉnh nào, các bạn trả lời như sau: 

Anh: Tôi quê ở Bắc Ninh còn Doan ở Nghệ An 

Bình:  Tôi cũng quê ở Bắc Ninh còn Cúc ở Tiền Giang 

Cúc:  Tôi cũng quê ở Bắc Ninh còn Doan ở Hà Tây 

Doan:  Tôi quê ở Nghệ An còn An ở Cần Thơ 

An:  Tôi quê ở Cần Thơ còn Anh ở Hà Tây 

Nếu mỗi câu trả lời đều có 1 phần đúng và 1 phần sai thì quê mỗi bạn ở đâu? 

 Giải 
Vì mỗi câu trả lời có 1 phần đúng và 1 phần sai nên có các trường hợp : 

- Nếu Anh ở Bắc Ninh là đúng  Doan không ở Nghệ An.  Bình và Cúc ở Bắc Ninh là sai  

Cúc ở Tiền Giang và Doan ở Hà Tây. 

Doan ở Nghệ An là sai  An ở Cần Thơ và Anh ở Hà Tây là sai. 

Còn bạn Bình ở Nghệ An (Vì 4 bạn quê ở 4 tỉnh rồi) 

- Nếu Anh ở Bắc Ninh là sai  Doan ở Nghệ An 

Doan ở Hà Tây là sai  Cúc ở Bắc Ninh. Từ đó Bình ở Bắc Ninh phải sai  

 Cúc ở Tiền Giang 

Điều này vô lí vì Cúc vừa ở Bắc Ninh vừa ở Tiền Giang (loại). 

Vậy : Anh ở Bắc Ninh; Cúc ở Tiền Giang; Doan ở Hà Tây; An ở Cần Thơ và Bình ở Nghệ An. 

Bài tập 3: Cúp Tiger 98 có 4 đội lọt vào vòng bán kết: Việt Nam, Singapor, Thái Lan và 

Inđônêxia. Trước khi vào đấu vòng bán kết ba bạn Dũng, Quang, Tuấn dự đoán như sau:  

 Dũng:  Singapor nhì, còn Thái Lan ba. 
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Quang: Việt Nam nhì, còn Thái Lan tư.

Tuấn :  Singapor nhất và Inđônêxia nhì. 

Kết quả mỗi bạm dự đoán đúng một đội và sai một đội. Hỏi mỗi đội đã đạt giải mấy? 

Giải 

- Nếu Singapor đạt giải nhì thì Singapor không đạt giải nhất. Vậy theo Tuấn thì Inđônêxia đạt 

giải nhì. Điều này vô lý, vì hai đội đều đạt giải nhì. 

- Nếu Singapor không đạt giải nhì thì theo Dũng, Thái Lan đạt giải ba. Như vậy Thái Lan không 

đạt giải tư. Theo Quang, Việt Nam đạt giải nhì.Thế thì Inđônêxia không đạt giải nhì. Vậy theo 

Tuấn, Singapor đạt giải nhất, cuối cùng còn đội Inđônê xia đạt giải tư. 

Kết luận: Thứ tự giải của các đội trong cúp Tiger 98 là: 

Nhất: Singapor;  Nhì: Việt Nam. 

      Ba: Thái Lan;  Tư: Inđônêxia 

Bài tập 4: Gia đình Lan có 5 người: Ông nội, bố, mẹ, Lan và em Hoàng. Sáng chủ nhật cả nhà 

thích đi xem xiếc nhưng chỉ mua được 2 vé. Mọi người trong gia đình đề xuất 5 ý kiến: Hoàng và 

Lan đi 

Bố và mẹ đi 

Ông và bố đi 

Mẹ và Hoàng đi 

Hoàng và bố đi. 

  Cuối cùng mọi người đồng ý với đề nghị của Lan vì theo đề nghị đó thì mỗi đề nghị của 4 người 

còn lại trong gia đình đều được thoả mãn 1 phần. Bạn hãy cho biết ai đi xem xiếc hôm đó. 

Giải 

Ta nhận xét: 

- Nếu chọn đề nghị thứ nhất thì đề nghị thứ hai bị bác bỏ hoàn toàn. Vậy không thể chọn đề nghị 

thứ nhất. 

- Nếu chọn đề nghị thứ hai thì đề nghị thứ nhất bị bác bỏ hoàn toàn. Vậy không thể chọn đề nghị 

thứ hai. 

- Nếu chọn đề nghị thứ ba thì đề nghị thứ tư bị bác bỏ hoàn toàn. Vậy không thể chọn đề nghị thứ 

ba. 

- Nếu chọn đề nghị thứ tư thì đề nghị thứ ba bị bác bỏ hoàn toàn. Vậy không thể chọn đề nghị thứ 

tư. 

- Nếu chọn đề nghị thứ năm thì cả 4 đề nghị trên đều thoả mãn một phần và bác bỏ một phần. 

Vậy sáng hôm đó Hoàng và bố đi xem xiếc. 

2.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Trong 1 cuộc chạy thi 4 bạn An, Bình, Cường, Dũng đạt 4 giải : nhất, nhì, ba, tư. Khi 

được hỏi : Bạn Dũng đạt giải mấy thì 4 bạn trả lời : 

An : Tôi nhì, Bình nhất. 

Bình : Tôi cũng nhì, Dũng ba. 

Cường : Tôi mới nhì, Dũng tư. 

Dũng : 3 bạn nói có 1 ý đúng 1 ý sai. 

Em cho biết mỗi bạn đạt mấy? 

Bài tập 2: Tổ toán của 1 trường phổ thông trung họccó 5 người : Thầy Hùng, thầy Quân, cô Vân, 

cô Hạnh và cô Cúc. Kỳ nghỉ hè cả tổ được 2 phiếu đi nghỉ mát. Mọi người đều nhường nhau, 

thày hiệu trưởng đề nghị mỗi người đề xuất 1 ý kiến. Kết quả như sau : 

(1) Thầy Hùng và thầy Quân đi. 

(2) Thầy Hùng và cô Vân đi 

(3) Thầy Quân và cô Hạnh đi. 

(4) Cô Cúc và cô Hạnh đi. 

(5) Thầy Hùng và cô Hạnh đi. 

  Cuối cùng thầy hiệu trưởng quyết định chọn đề nghị của cô Cúc, vì theo đề nghị đó thì mỗi đề 

nghị đều thoả mãn 1 phần và bác bỏ 1 phần. 

  Bạn hãy cho biết  ai đã đi nghỉ mát trong kỳ nghỉ hè đó? 

Bài tập 3: Ba bạn Quân, Hùng và Mạnh vừa đạt giải nhất, nhì và ba trong kỳ thi toán quốc tế. 

Biết rằng: 

(1) Không có học sinh trường chuyên nào đạt giải cao hơn Quân. 

(2) Nếu Quân đạt giải thấp hơn một bạn nào đó thì Quân không phải là học sinh trường chuyên. 
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(3) Chỉ có đúng 1 bạn không phải là học sinh trường chuyên 

(4) Nếu Hùng và Mạnh đạt giải nhì thì mạnh đạt giải cao hơn bạn quê ở  

Hải Phòng. 

Bạn hãy cho biết mỗi bạn đã đạt giải nào? bạn nào không học trường chuyên và bạn nào quê ở 

Hải Phòng. 

Bài tập 4: Thầy Nghiêm được nhà trường cử đưa 4 học sinh Lê, Huy, Hoàng, Tiến đi thi đấu 

điền kinh. Kết quả có 3 em đạt giải nhất, nhì, ba và 1 em không đạt giải. Khi về trường mọi 

người hỏi kết quả các em trả lời như sau : 

 Lê : Mình đạt giải nhì hoăc ba. 

 Huy : Mình đạt giải nhất. 

 Hoàng : Mình đạt giải nhất. 

 Tiến : Mình không đạt giải. 

Nghe xong thầy Nghiêm mỉm cười và nói : “Chỉ có 3 bạn nói thật, còn 1 bạn đã nói đùa”. 

Bạn hãy cho biết học sinh nào đã nói đùa, ai đạt giải nhất và ai không đạt giải. 

Bài tập 5: Cúp Euro 96 có 4 đội lọt vào vòng bán kết : Đức, Cộng hoà Séc, Anh và Pháp. Trước 

khi thi đấu 3 bạn Hùng, Trung vàĐức dự đoán như sau : 

 Hùng : Đức nhất và Pháp nhì 

 Trung : Đức nhì và Anh ba 

 Đức : Cộng hoà Séc nhì và Anh tư. 

Kết quả mỗi bạndự đoán một đội đúng, một đọi sai. Hỏi mỗi đội đã đạt giải mấy? 

Bài tập 6: Ba cô bạn gái là Thanh, Xuân và Điệp đi chơi với nhau. Điệp bỗng có một nhận xét 

độc đáo nói với cô bạn mặc áo màu xanh: "vui thật, trong chúng ta có 1 người mặc áo màu trắng, 

một người mặc áo màu đen và một người mặc áo màu xanh nhưng các chữ đầu của màu áo lại 

chẳng trùng với chữ đầu tên của chúng mình". Vậy ai mặc áo màu gì? 

Đáp số: Thanh - Đen, Xuân - Trắng, Điệp - Xanh. 

Bài tập 7: Trên đường đi học về 3 bạn Lan, Minh, Nghĩa nói chuyện với nhau về bài kiểm tra 

toán vừa làm xong: 

Lan nói: "Kì này chắc mình không đạt 10 điểm" 

Minh nói: "Bài làm của mình rất tốt, thế nào mình cũng đạt 10 điểm"  

Nghĩa nói: "Mình làm cũng được nhưng chắc điểm của mình không phải là 9"  

Đến hôm thầy giáo trả bài kiểm tra số điểm của 3 bạn là 10; 9; 7 và các bạn thấy rằng chỉ 1 trong 

3 người đoán đúng số điểm của mình. 

Tính số điểm của mỗi bạn. 

Đáp số: Nghĩa nói đúng: 

Lan - 10 

Minh - 9 

Nghĩa - 7 

 

3. Phƣơng pháp sử dụng biểu đồ VEN: 

3.1. Kiến thức cơ bản: 

  Trong khi giải bài toán, người ta thường dùng những đường cong kín để mô tả mối quan hệ 

giữa các đại lượng trong bài toán. Nhờ sự mô tả này mà ta giải được bài toán 1 cách thuận lợi. 

Những đường cong như thế gọi là biểu đồ ven. 

3.2. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Để phục vụ cho hội nghị quốc tế, ban tổ chức đã huy động 30 cán bộ phiên dịch tiếng 

Anh, 25 cán bộ phiên dịch tiếng Pháp, trong đó 12 cán bộ phiên dịch được cả 2 thứ tiếng Anh và 

Pháp. Hỏi: 

a) Ban tổ chức đã huy động tất cả bao nhiêu cán bộ phiên dịch cho hội nghị đó. 

b) Có bao nhiêu cán bộ chỉ dịch được tiếng Anh, chỉ dịch được tiếng Pháp? 

 Giải 

Số lượng cán bộ phiên dịch được ban tổ chức huy động cho hội nghị ta mô tả bằng sơ đồ ven. 
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Tiếng PhápTiếng Anh

Nhìn vào sơ đồ ta có : 

Số cán bộ chỉ phiên dịch được tiếng Anh là : 

30 – 12 = 18 (người) 

Số cán bộ chỉ phiên dịch được tiếng Pháp là : 

25 – 12 = 13 (người) 

Số cán bộ phiên dịch được ban tổ chức huy động là : 

30 + 13 = 43 (người)   

Đáp số : 43; 18; 13 người. 

Bài tập 2: Lớp 9A có 30 em tham gia dạ hội tiếng Anh và tiếng Trung. Trong đó có 25 em nói 

được tiếng Anh và 18 em nói được tiếng trung. Hỏi có bao nhiêu bạn nói được cả 2  

thứ tiếng? 

Giải 

Tiếng Anh

     25
Tiếng Trung
     18

Các em lớp 9A tham gia dạ hội được mô tả bằng sơ đồ ven. 

Số học sinh chỉ nói được tiếng Trung là: 30 – 25 = 5 (em) 

Số học sinh chỉ nói được tiếng Anh là: 30 – 18 = 12 (em) 

Số em nói được cả 2 thứ tiếng là:  30 – (5 + 12) = 13 (em)  

Đáp số: 13 em. 

Bài tập 3: Có 200 học sinh trường chuyên ngữ tham gia dạ hội tiếng Nga, Trung và Anh. Có 60 

bạn chỉ nói được tiếng Anh, 80 bạn nói được tiếng Nga, 90 bạn nói được tiếng Trung. Có 20 bạn 

nói được 2 thứ tiếng Nga và Trung. Hỏi có bao nhiêu bạn nói được 3 thứ tiếng? 

Giải 

Tiếng Nga
Tiếng Anh

Tiếng Trung

Số học sinh nói được tiếng Nga học tiếng Trung là: 
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  200 – 60 = 140 (bạn) 

 Số học sinh nói được 2 thứ tiếng Nga và Trung là: 

  (90 + 80) – 140 = 30 (bạn) 

 Số học sinh nói được cả 3 thứ tiếng là: 

  30 – 20 = 10 (bạn) 

 Đáp số: 10 bạn. 

Bài tập 4: Trong 1 hội nghị có 100 đại biểu tham dự, mỗi đại biểu nói được một hoặc hai trong 

ba thứ tiếng: Nga, Anh hoặc Pháp. Có 39 đại biểu chỉ nói được tiếng Anh, 35 đại biểu nói được 

tiếng Pháp, 8 đại biểu nói được cả tiếng Anh và tiếng Nga. Hỏi có bao nhiêu đại biểu chỉ nói 

được tiếng Nga? 

  Giải 

Tiếng Nga
Tiếng Anh

Tiếng Trung

 
 Số đại biểu nói được tiếng Pháp hoặc Nga là: 

 100 – 39 = 61 (đại biểu) 

Số đại biểu nói được tiếng Nga nhưng không nói được tiếng Pháp là: 

 61 – 35 = 26 (đại biểu) 

Số đại biểu chỉ nói được tiếng Nga là: 

 26 – 8 = 18 (đại biểu) 

Đáp số: 18 đại biểu. 

Bài tập 5: Trong một lớp học, tất cả nữ sinh đều tham gia các nhóm học nữ công gia chánh gồm: 

Thêu, làm hoa, làm bánh. Biết rằng có 7 bạn học thêu, 6 bạn học làm hoa, 5 bạn học làm bánh, 4 

bạn vừa học thêu vừa học làm hoa, 3 bạn vừa học thêu vừa học làm bánh, 2 bạn vừa học làm hoa 

vừa học làm bánh, 1 bạn vừa học cả ban nhóm. Hỏi lớp học đó có bao nhiêu nữ sinh?  

 Giải 

Ta vẽ vòng tròn giao nhau để biểu diễn số nữ sinh học các nhóm thêu, làm hoa, làm bánh. Giao 

nhau của hai, ba vòng tròn biểu diễn số người tham gia hai, ba nhóm. Ba vòng tròn này chia nhau 

thành các phần a, b, c, m, n, p, q kí hiệu như hình vẽ. 

Làm hoa

Làm bánh

Thêu

q

p
n

m

c

b
a

 
Theo đề bài, ta có:  

 a + m + n + p = 7 (1) 
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b + m + p + q = 6 (2) 

c + n + p + q = 5 (3) 

m + q = 4 (4) 

n + q = 3 (5) 

p + q = 2 (6) 

q = 1  (7) 

Từ (6) và (7), ta có: p = 1 (8) 

Từ (8), (4) và (2), suy ra: b = 1. 

Từ (8), (5) và (3), suy ra: c = 1. 

Vậy tổng số nữ sinh của lớp học đó là: a + m + n + q + b + c + p = 7 + 1 + 1 + 1 = 10. 

Bài tập 6: Người ta điều tra trong một lớp học có 40 học sinh thì thấy có 30 học sinh thích Toán, 

25 học sinh thích Văn, 2 học sinh không thích cả Toán và Văn. Hỏi có nhiêu học sinh thích cả 

hai môn Văn và Toán? 

Giải 

Biểu thị các dữ kiện trong đề bài như trên hình vẽ.  

Gọi số học sinh thích cả hai môn Văn và Toán là x. 

Thì số học sinh thích Văn mà không thích Toán là 25 - x. 

Ta có: 30 + (25 - x) + 2 = 40. 

40

2

x

Văn 25
Toán 30

Do đó x = 17. Vậy có 17 học sinh thích cả hai môn Văn và Toán. 

3.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Lớp 5A có 15 ban đăng kí học ngoại khoá môn Văn, 12 bạn đăng kí học ngoại khoá 

môn Toán, trong đó có 7 bạn đăng kí học cả Văn và Toán . Hỏi 

a) Có bao nhiêu bạn đăng kí học Văn hoặc Toán? 

b) Có bao nhiêu bạn chỉ đăng kí học Văn? chỉ đăng kí học Toán? 

Bài tập 2: Trên 1 hội nghị các đại biểu sử dụng một hoặc hai trong 3 thứ tiếng : Nga, Anh hoặc 

Pháp. Có 30 đại biểu nói được tiếng Pháp, 35 đại biểu chỉ nói được tiếng Anh, 20 đại biểu chỉ nói 

được tiếng Nga và 15 đại biểu nói được cả tiếng Anh và tiếng Nga. Hỏi hội nghị đó có bao nhiêu 

đại biểu tham dự? 

Bài tập 3: Bốn mươi em học sinh của trường X dự thi 3 môn : ném tạ, chạy và đá cầu. Trong đội 

có 8 em chỉ thi ném tạ, 20 em thi chạy và 18 em thi đá cầu. Hỏi có bao nhiêu em vừa thi chạy 

vừa thi đá cầu? 

Bài tâp 4: Đội tuyển thi học sinh giỏi của tỉnh X có 25 em thi Văn và 27 em thi toán, trong đó có 

18 em vừa thi Văn vừa thi toán. Hỏi đội tuyển học sinh giỏi 2 môn Văn và Toán của tỉnh X có 

bao nhiêu em? 

Bài tập 5: Trong một cuộc hội thảo, mỗi người tham gia đều biết ít nhất một trong ba ngoại ngữ 

Anh, Pháp, Nga. Biết rằng có 21 người biết tiếng Anh, 19 người biết tiếng Pháp, 17 người biết 

Nga, 13 người biết cả tiếng Anh và Pháp, 12 người biết cả tiếng Anh và Nga, 11 người biết cả 

tiếng Pháp và tiếng Nga, 10 người biết cả ba thứ tiếng. Tính số người tham dự hội thảo. 

Bài tập 6: Một lớp học có 90% học sinh thích bóng đá, 60% thích bóng chuyền. Hỏi có ít nhất 

bao nhiêu phân trăm học sinh của lớp thích cả hai môn? 

4. Phƣơng pháp suy luận đơn giản: 

4.1. Kiến thức cơ bản: 

Suy luận đơn giản là phép suy luận không đúng công cụ của lôgic mệnh đề. 

4.2. Bài tập áp dụng: 
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Bài tập 1: Trong 1 ngôi đền có 3 vị thần ngồi cạnh nhau. Thần thật thà (luôn luôn nói thật); Thần 

dối trá (luôn nói dối); Thần khôn ngoan (lúc nói thật, lúc nói dối). Một nhà toán học hỏi 1 vị thần 

bên trái : Ai ngồi cạnh ngài? 

- Thần thật thà. 

Nhà toán học hỏi người ở giữa: 

- Ngài là ai?         

- Là thần khôn ngoan. 

Nhà toán học hỏi người bên phải 

- Ai ngồi cạnh ngài? 

- Thần dối trá. 

Hãy xác định tên của các vị thần. 

 Giải 
  Cả 3 câu hỏi của nhà toán học đều nhằm xác định 1 thông tin: Thần ngồi giữa là thần gì? Kết 

quả có 3 câu trả lời khác nhau. 

  Ta thấy thần ngồi bên trái không phải là thần thật thà vì ngài nói người ngồi giữa là thần thật 

thà. 

  Thần ngồi giữa cũng không phải là thần thật thà vì ngài nói: Tôi là thần khôn ngoan  Thần 

ngồi bên phải là thần thật thà  ở giữa là thần dối trá. 

 ở bên trái là thần khôn ngoan. 

Bài tập 2: Một hôm anh Quang mang quyển Album ra giới thiệu với mọi người. Cường chỉ vào 

đàn ông trong ảnh và hỏi anh Quang: Người đàn ông này có quan hệ thế nào với anh? Anh 

Quang bèn trả lời: Bà nội của chị gái vợ anh ấy là chị gái của bà nội vợ tôi. 

Bạn cho biết anh Quang và người đàn ông ấy quan hẹ với nhau như thế nào? 

 Giải 

  Bà nội của chị gái vợ anh ấy cũng chính là bà nội của vợ anh ấy. Bà nội của vợ anh ấy là chị gái 

của bà nội vợ anh Quang. Vợ anh ấy và vợ anh Quang là chị em con dì con già. Do vậy anh 

Quang và người đàn ông ấy là 2 anh em rể họ. 

Bài tập 3: Có 1 thùng đựng 12 lít dầu hoả. Bằng 1 can 9 lít và 1can 5 lít làm thế nào để lấy ra 

được 6 lít dầu từ thùng đó: 

Giải 

Lần Can 9 lít Can 5 lít Thùng 12 lít 

1 0 5 7 

2 5 0 7 

3 5 5 2 

4 9 1 2 

5 0 1 11 

6 1 0 11 

7 1 5 6 

Bài tập 4: Ở 1 xã X có 2 làng: Dân làng A chuyên nói thật, còn dân làng B chuyên nói dối. Dân 

2 làng thường qua lại thăm nhau. Một chàng thanh niên nọ về thăm bạn ở làng A. Vừa bước vào 

xã X, dang ngơ ngác chưa biết đây là làng nào, chàng thanh niên gặp ngay một cô gái và anh ta 

hỏi người này một câu. Sau khi nghe trả lời chàng thanh niên bèn quay ra (vì biết chắc mình đang 

ở làng B) và sang tìm bạn ở làng bên cạnh. 

 Bạn hãy cho biết câu hỏi đó thế nào và ccâu trả lời đó ra sao mà chàng thanh niên lại khẳng định 

chắc chắn như vậy      

Phân tích: 

  Để nge xong câu trả lời người thanh niên đó có thể khẳng định mình đang đứng trong làng A 

hay làng B thì anh ta phải nghĩ ra 1 câu hỏi sao cho câu trả lời của cô gái chỉ phụ thuộc vào họ 

đang đứng trong làng nào. Cụ thể hơn: cần đặt câu hỏi để cô gái trả lời là “phải”, nếu họ đang 

đứng trong làng A và “không phải”, nếu họ đang đứng trong làng B. 

 Giải 
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Câu hỏi của người thanh niên đó là: “Có phải chị người làng này không?” 

Trường hợp 1: Họ đang đứng trong làng A: Nếu cô gái là người làng A thì câu trả lời là “phải” 

(vì dân làng A chuyên nói thật); Nếu cô gái là người làng B thì câu trả lời cũng là “phải” (vì dân 

làng đó nói dối). 

Trường hợp 2: Họ đang đứng trong làng B: Nếu cô gái là người làng A thì câu trả lời là: “không 

phải”; Nếu cô gái là người làng B thì câu trả lời cũng là: “không phải”. 

Như vậy, Nếu họ đang đứng trong làng A thì câu trả lời chỉ có thể là “phải”, còn nếu họ đang 

đứng trong làng B thì câu trả lời chỉ có thể là “không phải”. 

Người thanh niên quyết định quay ra, vì anh đã nghe câu trả lời là “không phải”. 

Bài tập 5:  

Tính đến năm 1994, dân số ở thủ đô Hà Nội là 2052116 người. Biết rằng trên đầu mỗi người có 

không quá 100000 sợi tóc. Chứng minh rằng ở Hà Nội ít ra cũng có 20 người có cùng số sợi tóc. 

Giải 

Ta chia số dân ở Hà Nội theo số sợi tóc từ 0 đến 100000 tức là thành 100001 nhóm. Nếu mỗi 

nhóm có không quá 19 người thì tổng số dân chỉ là: 19.100001 = 1900019 < 2052116. Vậy ít 

nhất phải có một số nhóm có 20 người tức là ít ra cũng có 20 người có cùng một số sợi tóc. 

Bài tập 6: Bài toán của Einstein: 

1. Có 5 ngôi nhà, mỗi nhà một màu khác nhau. 

2. Trong mỗi nhà có một người ở, mỗi người có quốc tịch khác nhau. 

3. Mỗi người thích uống một loại nước khác nhau, mỗi người hút một loại thuốc lá khác nhau và 

nuôi một loài vật khác nhau trong nhà của mình. 

Câu hỏi đặt ra là: Ai nuôi cá? 

Biết rằng: 

a. Người Anh sống trong nhà màu đỏ. 

b. Người Thuỵ điển nuôi chó. 

c. Người Đan mạch thích uống chè. 

d. Người Đức hút thuốc lá nhãn Rothmanns. 

e. Người Nauy sống trong ngôi nhà đầu tiên. 

f. Người sống trong nhà xanh thích uống cà phê. 

g. Người hút thuốc lá Winfield thích uống bia. 

h. Người sống trong nhà vàng hút thuốc lá Dunhill. 

i. Người hút thuốc lá Pall Mall nuôi vẹt trong nhà của mình. 

j. Người sống trong ngôi nhà ở chính giữa thích uống sữa. 

k. Người hút thuốc lá Marlboro sống bên cạnh người nuôi mèo. 

l. Người hàng xóm của người hút Marlboro quen uống nước. 

m. Người hút thuốc lá Dunhill sống bên cạnh người nuôi ngựa. 

n. Ngôi nhà của người Nauy nằm bên cạnh nhà màu tím. 

o. Ngôi nhà màu xanh nằm kế và bên trái (phía trước) nhà màu trắng. 

Giải 

Quốc tịch Màu nhà Số nhà Loại thuốc Nước uống Vật nuôi 

Nauy Vàng 1 Dunhill Khoáng Mèo 

Đan Mạch Tím 2 Malboro Chè Ngựa 

Anh Đỏ 3 PallMall Sữa Vẹt

Đức Xanh lá 4 Rothmans Cà phê Cá 

Thụy Điển Trắng 5 Winfield Bia Chó 

Người Đức nuôi cá. Vì: 

(1) Nauy sống trong ngôi nhà đầu tiên, bên cạnh ngôi nhà tím. 

 Ngôi nhà tím ở vị trí thứ hai. 

(2) Người sống trong ngôi nhà xanh lá uống cà phê, ở bên trái ngôi nhà trắng. Mà người sống 

trong ngôi nhà giữa thích uống sữa. 

 Nhà xanh lá không thể ở giữa và cũng không thể ở vị trí thứ 5 vì bên phải còn ngôi nhà trắng 

 nhà xanh lá ở vị trí thứ 4, trắng ở vị trí thứ 5. 

(3) Người Anh sống trong ngôi nhà đỏ. 

 Ngôi nhà đỏ không thể ở vị trí thứ 1 mà ở vị trí giữa. 
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 Ngôi nhà màu vàng ở vị trí đầu. 

 Thứ tự 5 ngôi nhà: vàng, tím, đỏ, xanh lá, trắng. 

(4) Người Anh ở giữa  

 người anh uống sữa. 

(5) Người ở nhà màu vàng hút thuốc lá Dunhill  

 Người Nauy hút Dunhill. 

(6) Người hút thuốc Winfield thích uống bia. 

 Không thể là người anh (uống sữa), không thể là người Nauy (hút Dunhill), không thể là Đan 

mạch (uống chè), không thể là Đức (hút Rothmanns). 

 đó là người Thụy Điển (uống bia và hút Winfield) 

(7) Ngôi nhà màu xanh lá uống cà phê mà Nauy sống trong ngôi nhà vàng, Anh uống sữa, Thụy 

Điển uống bia, Đan mạch uống chè  

 Đức uống cà phê, sống trong nhà xanh lá  Nauy uống nước khoáng. 

(8) Người hút Malboro có người hàng xóm uông nước khoáng mà Nauy uống nước khoáng sống 

trong ngôi nhà 1 cạnh tím  

 người hút Malboro ở ngôi nhà tím. 

(9) Người Đức hút Rothmanns, Thụy điển hút Winfield, Nauy sống trong nhà vàng, Anh sống 

trong nhà giữa  

 Đan mạch sống trong nhà tím, hút Malboro, Anh hút PallMall và nuôi vẹt. 

 Nauy sống trong nhà vàng, Đan mạch - tím, anh - đỏ, Đức - xanh lá, Thụy Điển - trắng. 

(10) Người nuôi ngựa sống cạnh người hút Dunhill (Nauy, nhà vàng)  

 Đan mạch nuôi ngựa. 

(11) Người hút Malboro (Đan mạch) sống cạnh người nuôi mèo mà Anh nuôi vẹt. 

 Nauy nuôi mèo. Thụy điển nuôi chó. 

 người Đức nuôi cá 

Chú ý: Bài Toán này còn sử dụng tốt phương pháp loại trừ và thử chọn. 

Bài tập 7: Có 7 bi đỏ, 5 bi xanh để trong một hộp. Không nhìn vào hộp, hãy lấy ra ít nhật bao 

nhiêu bi thì chắc chắn có 2 bi đỏ, 3 bi xanh? 

 Giải 

- Để lấy chắc chắn ít nhất 02 viên bi đỏ bạn phải lấy ít nhất 7 viên. (5 xanh + 02 đỏ, đây là trường 

hợp ít viên bi đỏ nhất, các trường hợp khác số bi đỏ có thể lớn hơn 2).  

- Để lấy chắc chắn ít nhất 03 viên bi xanh bạn phải lấy ít nhất 10 viên. (7 đỏ + 3 xanh, đay là 

trường hợp ít bi xanh nhất, các trường hợp khác bi xanh có thể lớn hơn 03). 

 Vậy để lấy chắc chắn 02 đỏ, 03 xanh bạn phải lấy ít nhất 10 viên (hợp của hai tập hợp). (khi đó 

bi xanh chắc chắn >= 03, bi đỏ > 02). 

4.3. Bài tập tự luyện: 

Bài tập 1: Trong 1 can có 16 lít xăng, làm thế nào để chia số xăng đó thành 2 phần bằng nhau, 

nếu chỉ có thêm 1 can 11 lít và 1 can 6 lít để không? 

Bài tập 2: Người ta xếp các số 1, 2, 3, ..., 9 vào các ô của hình vuông 3 x 3 sao cho tổng các số 

trên mỗi hàng, mỗi cột và mỗi đường chéo đều bằng nhau.  

   

   

   

a) Hãy tìm một cách xếp như vậy. 

b) Chứng minh rằng với mọi cách xếp như vậy, số được xếp vào ô trung tâm của hình vuông 

luôn có giá trị không đổi.  

Bài tập 3: Năm vận động viên Tuấn, Tú, Kỳ, Anh, Hợp chạy thi. Kết quả không có 2 bạn nào về 

đích cùng 1 lúc. Tuấn về đích trước Tú nhưng sau hợp. Còn Hợp và Kỳ không về đích liền kề 

nhau. Anh không về đích liền kề với Hợp, Tuấn và Kỳ. 

 Bạn hãy xác định thứ tự về đích của 5 vận động viên nói trên. 

Bài tập 4: Hoàng đế nước nọ mở cuộc thi tài để kén phò mã. Giai đoạn cuối của cuộc thi, hoàng 

đế chọn được 3 chàng trai đều thông minh. Nhà vua đang phân vân không biết chọn ai thì công 

chúa đưa ra 1 sáng kiến : Lấy 5 chiếc mũ, 3 chiếc màu đỏ và 2 chiếc màu vàng để ở trên bàn rồi 
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giao hẹn : “Bây giờ cả 3 chàng đều bịt mắt lại, tôi đội lên đầu mỗi người 1 chiếc mũ và 2 mũ còn 

lại tôi sẽ cất đi. Khi bỏ băng bịt mắt ra , ai là người đầu tiên nói đúng mình đang đội mũ gì thì sẻ 

được kén làm phò mã” 

Vừa bỏ băng bịt mắt, 3 chàng trai im lặng quan sát lẫn nhau, lát sau hoàng tử nước Bỉ nói 

to lên rằng :” Tôi đội mũ màu đỏ” . Thế là chàng được công chúa kén làm chồng. 

Bạn hãy cho biết hoàng tử nước Bỉ đã suy luận như thế nào? 

Bài tập 5: Lớp 12A cử 3 bạn Hạnh, Đức, Vinh đi thi học sinh giỏi 6 môn Văn, Toán, Lí, Hoá, 

Sinh vật và Ngoại ngữ cấp thành phố, mỗi bạn dự thi 2 môn. Nhà trường cho biết về các em như 

sau : 

(1) Hai bạn thi Vă và Sinh vật là người cùng phố. 

(2) Hạnh là học sinh trẻ nhất trong đội tuyển. 

(3) Bạn Đức, bạn dự thi môn Lí và bạn thi Sinh vật thường học nhóm với  

nhau. 

(4) Bạn dự thi môn Lí nhiều tuổi hơn bạn thi môn Toán. 

(5) Bạn thi Ngoại ngữ, bạn thi Toán và Hạnh thường đạt kết quả cao trong 

các vòng thi tuyển. 

Bạn hãy xác định mỗi học sinh đã được cử đi dự thi những môn gì? 

Bài tập 6: ở 1 doanh nghiệp nọ người ta cần chọn 4 người vào hội đồng quản trị (HĐQT) với các 

chức vụ : chủ tịch, phó chủ tịch, kế toán và thủ quỹ. Sáu người được đề cử lựa chọn vào các chức 

vụ trên là : Đốc, Sửu, Hùng, Vinh Mạnh và Đức.  

   Khi tìm hiểu, các đề cử viên có những nguyện vọng sau : 

(1) Đốc không muốn vào HĐQT nếu không có Sửu. Nhưng dù có Sửu anh cũng không muốn làm 

phó chủ tịch. 

(2) Sửu không muốn nhận chức phó chủ tịch và thư kí. 

(3) Hùng không muốn cộng tác với Sửu, nếu Đức không tham gia. 

(4) Nếu trong HĐQT có Vinh hoặc Đức thì Mạnh kiên quyết không tham gia HĐQT 

(5) Vinh cũng từ chối,nếu HĐQT có mặt cả Đốc và Đức. 

(6) Chỉ có Đức đồng ý làm chủ tịch với điều kiện Hùng không làm phó chủ tịch. 

Người ta phải chon ai trong số 6 đề cử viên để thoả mãn nguyện vọng riêng của các đề cử viên.

Bài tập 7: Ba bạn Khánh, Lương, Minh tham gia các môn thể thao: Chạy, bơi, bóng bàn, bóng 

đá, đá cầu và đua xe đạp, mỗi bạn tham gia hai môn. Biết rằng: 

a) Bạn tham gia chạy và bạn chơi đá cầu nhà ở cạnh nhau. 

b) Trong ba bạn thì Khánh ít tuổi nhất. 

c) Bạn Lương, bạn chơi bóng bàn và bạn chơi đá cầu thường rủ nhau đi học. 

d) Bạn chơi bóng bàn nhiều tuổi hơn bạn chơi bóng đá. 

e) Bạn tham gia bơi, bạn chơi bóng đá và bạn Khánh thường cùng đi xem phim với nhau. 

Hãy xem xét mỗi bạn tham gia hai môn thể thao nào? 

Bài tập 8: Ba vận động viên Mai, Lan, Nga tham gia thi đấu thể thao, đó là 3 cô gái ở Hà Nội, 

Huế, Thành phố Hồ Chí Minh. Một cô thi chạy, một cô thi nhảy xa, một cô thi bơi. Biết rằng: 

a) Nga không thi chạy. 

b) Mai không thi bơi. 

c) Cô ở Hà Nội thi bơi. 

d) Cô ở Huế không thi chạy. 

e) Mai không ở Thành phố Hồ Chí Minh. 

Hỏi mỗi cô ở đâu, thi đấu môn nào? 

Bài tập 9: Trong 4 người bạn A,B,C,D có 1 người là bác sĩ, 1 nhà báo, 1 cô giáo và 1 kĩ sư. Nhà 

báo viết 1 bài báo về thành tích của A và D. Vào ngày nghỉ, cô giáo cùng với B và nhà báo thích 

cùng nhau đi du lịch, còn A và B thường ghé thăm bệnh tại nhà bác sĩ. Vậy ai làm nghề gì? 

Đáp số: Bác sĩ - D; Cô giáo - A; Nhà báo - C; Kỹ sư - B. 

Bài tập 10: Trong một giải bóng chuyền có 6 đội A, B, C, D, E, F tham gia. Kết quả như sau: 

- Đội A xếp sau đội B 3 bậc. 

- Đội E hơn đội B nhưng lại kém đội D 

- Đội C hơn đội F. 

Hỏi kết quả xếp hạng của mỗi đội? 

Đáp số: D - E - B - C - F - A. 
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Bài tập 11: Chiếc thang dây được treo vào một bên tàu thuỷ đáy thang chìm trong nước, mà mực 

thuỷ triều cứ dâng lên mỗi giờ 50cm. 5 bậc thang đã chìm trong nước và khoảng cách giữa hai 

nấc thang là 20cm bề dày một nấc thang là 3cm. Hỏi sau hai giờ thang bị chìm mấy nấc? 

Bài tập 12: Làm thế nào để có thể đem 6 lít nước từ sông về nếu trong tay chỉ có hai cái thùng, 

một thùng dung tích 4 lít một thùng dung tích 9 lít và không thùng nào có vạch chưa dung tích? 

Bài tập 13: Trong một can có 16 lít xăng. Làm thế nào để chia số xăng đó thành hai phần bằng 

nhau, mỗi phần 8 lít, nếu chỉ có thêm một can 11 lít và một can 6 lít ? 

Bài tập 14: Cho 20 số hữu tỉ, trong đó tích 3 số bất kì là một số hữu tỉ dương. Chứng minh rằng 

cả 20 số hữu tỉ đó đều dương.  

Bài tập 15: Có 17 nhà Bác học viết thư cho nhau. Mỗi người viết thư cho tất cả những người 

khác. Các thư chỉ trao đổi về ba đề tài. Từng cặp 2 nhà Bác Học chỉ viết thư cho nhau về cùng 1 

đề tài. Chứng minh rằng không ít hơn ba người viết thư cho nhau về cùng một đề tài. 

Bài tập 16: 34 đội bóng tham gia giải bóng đá vô địch ngoại hạng Anh Championleauge. Mỗi 

đội bóng có đại diện là huấn luyện viên trưởng và đội trưởng của đội bóng. Trước khi bốc thăm 

chọn lượt đấu một số người đại diện của các đội bóng đã bắt tay nhau nhưng không có HLV 

trưởng nào bắt tay đội trưởng đội bóng của mình. Sau cuộc họp, ông Ferguson HLV trưởng 

Manchester United đã hỏi mỗi người tham gia về số người mà họ bắt tay. Tất cả các câu trả lời 

đều khác nhau. Hỏi có bao nhiêu người bắt tay đội trưởng MU? 

Bài tập 17: Năm người A,B,C,D,E là kí giả hoặc là nhà buôn, kí quả luôn luôn nói thật, nhà 

buôn luôn nói dối. 

D nói E là kí giả 

B nói A là nhà buôn 

C nói D không phải là nhà buôn. 

E nói B không phải là kí giả. 

A nói C và D có nghề nghiệp khác nhau. 

Hỏi ai là nhà buôn ai là kí giả? 

Bài tập 18: Trong 3 ngăn kéo đóng, mỗi ngăn đều có 2 quả bóng, một ngăn chứa 2 bóng trắng, 

một ngăn chứa 2 bóng đỏ và ngăn còn lại chứa 1 bóng trắng và một bóng đỏ. 

Có 3 nhãn hiệu: Trắng-Trắng, Đỏ-Đỏ và Trắng-Đỏ đem dán bên ngoài mỗi ngăn một nhãn nhưng 

đều sai với bóng trong ngăn. 

  Hỏi phải rút ra từ ngăn có nhãn hiệu nào để chỉ một lần rút một bóng (và không được nhìn vào 

trong ngăn) có thể xác định được các bóng chứa trong mỗi ngăn? 

Bài tập 19: Tình cờ có 10 ví đựng tiền, trong mỗi ví đều đựng 10 đồng tiền giống hệt nhau và 

giống như các ví khác, nhưng trong đó có 1 ví đựng toàn tiền giả . Các đồng tiền thật nặng 10 

gam, còn các đồng tiền giả nặng hơn đúng 1 gam. 

Với một lần cân (cân đồng hồ) hãy chỉ ra ví đựng tiền giả? 

Bài tập 20: Giả thiết đồng tiền giả hoặc nhẹ hơn,hoặc nặng hơn đồng tiền thật. với một chiếc cân 

dĩa và không dùng quả cân, bằng 3 lần cân hãy tìm ra đồng tiền giả và xác định xem nó nặng hơn 

hay nhẹ hơn đồng tiền thật trong hai trường hợp sau: 

I. Đồng tiền giả nằm trong 8 đồng tiền giống hệt nhau.  

II. Đồng tiền giả nằm trong 12 đồng tiền giống hệt nhau.  

Bài tập 21: Trong 1 hội nghị có 500 đại biểu tham dự,mỗi đại biểu có thể sử dụng một trong ba 

thứ tiếng: Nga, Anh hoặc pháp. Theo thống kê của ban tổ chức,có 60 đại biểu chỉ nói được một 

trong ba thứ tiếng,180 đại biểu chỉ nói được 2 thứ tiếng Anh và Pháp,150 đại biểu nói được cả 

tiếng Anh và Nga, 170 đại biểu nói được cả tiếng Nga và tiếng Pháp .Hỏi có bao nhiêu đại biểu 

nói được cả ba thứ tiếng?  

Bài tập 22: Trong một giải bóng đá có k đội tham gia, thi đấu vòng tròn một lượt (2 đội bất kì 

đấu với nhau đúng 1 trận). Đội thắng được 3 điểm, đội hòa được 1 điểm và đội thua không có 

điểm. Kết thúc giải đấu, người ta nhận thấy rằng số trận thằng – thua gấp đối số trận hòa và tổng 

số điểm của các đội là 176. Hãy tìm k. 

Bài tập 23: Trong một giài bóng đá, có 4 đội thi đấu vòng tròn 1 lượt (trong một trận, đội thắng 

được 3 điểm, đội thua được 0 điểm và đội hòa được 1 điểm). Khi kết thúc giải đấu, người ta thấy 

có 3 đội được tổng điểm lần lượt là 6 điểm, 5 điễm và 1 điểm. Hãy cho biết đội còn lại của giải 

có tổng số điểm là bao nhiêu và giải thích tại sao? 

Bài tập 24: Trong một giải bóng đá, có N đội tham gia thi đấu theo thể thức vòng tròn một lượt 

(2 đội bất kì gặp nhau đúng 1 lần). Sau mỗi trận đấu, đội thắng được 3 điểm, thua 0 điểm và hòa 
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thì mội đội 1 điểm. Các đội được xếp hạng dựa trên tổng điểm. Trong trường hợp một số đội có 

tổng điểm bằng nhau thì các đội này được xếp hạng theo chỉ số phụ. Kết thúc giải người ta nhận 

thấy rằng không có trận đấu nào kết thúc với tỉ số hòa; các đội xếp thứ nhất nhì ba có tổng điểm 

lần lượt là 15, 12, 12 và tất cả các đội xếp tiếp theo có điểm đôi một khác nhau. 


