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1. SỰ ĐỒNG BIẾN, NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐ   
 

 

I. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT HÀM SỐ 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Định lý 1: Cho hàm số ( )y f x  có đạo hàm trên K . 

 a) Nếu hàm số ( )f x  đồng biến trên K  thì '( ) 0f x   với mọi x K  

 b) Nếu hàm số ( )f x  nghịch biến trên K  thì '( ) 0f x   với mọi x K  

 [ ( )f x  đồng biến trên K ]            [ '( ) 0f x   với mọi x K ]             

 [ ( )f x  nghịch biến trên K ]         [ '( ) 0f x   với mọi x K ] 

                             [  ' 0f x   với mọi x K ]          [ ( )f x  không đổi trên K ] 

 

Định lý 2: Cho hàm số ( )y f x  có đạo hàm trên K . 

 a) Nếu  ' 0f x   với mọi x K thì hàm số ( )f x  đồng biến trên K  

 b) Nếu  ' 0f x   với mọi x K thì hàm số ( )f x  nghịch biến trên K  

 c) Nếu  ' 0f x   với mọi x K thì hàm số ( )f x  không đổi trên K  

 [  ' 0f x   với mọi x K ]      [ ( )f x  đồng biến trên K ] 

 [  ' 0f x   với mọi x K ]      [ ( )f x  nghịch biến trên K ] 

 

Định lý 3: (Định lý mở rộng) Cho hàm số ( )y f x  có đạo hàm trên K . 

a) Nếu '( ) 0f x   với mọi x K và  ' 0f x   chỉ tại một số điểm hữu hạn thuộc K  

    thì hàm số  ( )f x  đồng biến trên K . 

b) Nếu '( ) 0f x   với mọi x K và  ' 0f x   chỉ tại một số điểm hữu hạn thuộc K  

     thì hàm số ( )f x  nghịch biến trên K . 

 

Định lý 4: Cho hàm số bậc ba    3 2 0y f x ax bx cx d a      , ta có 

  2' 3 2f x ax bx c   . 

a) Hàm số    3 2  0y f x ax bx cx d a        

              đồng biến trên     2' 3 2 0  f x ax bx c x       

b) Hàm số    3 2  0y f x ax bx cx d a        

           nghịch biến trên       2' 3 2 0  f x ax bx c x       
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NHẮC LẠI 

Định lý: Cho tam thức bậc hai 2( )   ( 0)f x ax bx c a      ta có: 

 
0

( ) 0           
0

f x x
a


    
 

 

 
0

( ) 0           
0

f x x
a


    
 

 

 

VAÁN ÑEÀ 1: Xeùt chieàu bieán thieân cuûa haøm soá 

Ñeå xeùt chieàu bieán thieân cuûa haøm soá   ,y f x  ta thöïc hieän caùc böôùc nhö sau: 

 – Tìm taäp xaùc ñònh cuûa haøm soá. 

 – Tính y. Tìm caùc ñieåm maø taïi ñoù  0y   hoaëc y khoâng toàn taïi (goïi laø caùc ñieåm tôùi haïn) 

 – Laäp baûng xeùt daáu y  (baûng bieán thieân). Töø ñoù keát luaän caùc khoaûng ñoàng bieán, nghòch 

bieán cuûa haøm soá. 

 

VAÁN ÑEÀ 2: Tìm ñieàu kieän ñeå haøm soá luoân ñoàng bieán hoaëc nghòch bieán  

treân taäp xaùc ñònh (hoaëc treân töøng khoaûng xaùc ñònh) 

Cho haøm soá ( , )y f x m , m laø tham soá, coù taäp xaùc ñònh D . 

  Haøm soá f ñoàng bieán treân D  0, .y x D     

  Haøm soá f nghòch bieán treân D  0, .y x D     

 Töø ñoù suy ra ñieàu kieän cuûa m . 

Chuù yù:   

1) 0y  chæ xaûy ra taïi moät soá höõu haïn ñieåm. 

2) Neáu 2y ax bx c     thì: 

  

0
0

' 0,
0
0

a b
c

y x
a


  
     
  

    

0
0

' 0,
0
0

a b
c

y x
a


  
     
  

  

3) Ñònh lí veà daáu cuûa tam thöùc baäc hai 2( )g x ax bx c   : 

  Neáu 0   thì  g x  luoân cuøng daáu vôùi a . 

  Neáu 0   thì  g x  luoân cuøng daáu vôùi a  (tröø 
2

b
x

a
  ) 

  Neáu 0   thì  g x  coù hai nghieäm 1 2,  x x  vaø trong khoaûng hai nghieäm thì  g x  khaùc 

daáu vôùi a , ngoaøi khoaûng hai nghieäm thì  g x  cuøng daáu vôùi a . 

4) So saùnh caùc nghieäm 1 2,  x x  cuûa tam thöùc baäc hai 2( )g x ax bx c    vôùi soá 0: 

  1 2

0
0 0

0
x x P

S

 


   
 

   1 2

0
0 0

0
x x P

S

 


   
 

  1 20 0x x P     
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5) Ñeå haøm soá 3 2y ax bx cx d     coù ñoä daøi khoaûng ñoàng bieán (nghòch bieán)  1 2;  x x baèng d  

thì ta thöïc hieän caùc böôùc sau: 

  Tính y . 

  Tìm ñieàu kieän ñeå haøm soá coù khoaûng ñoàng bieán vaø nghòch bieán: 

     
0
0

a


 
 

     1  

  Bieán ñoåi 1 2x x d   thaønh 2 2
1 2 1 2( ) 4x x x x d      2  

  Söû duïng ñònh lí Viet ñöa  2  thaønh phöông trình theo m. 

  Giaûi phöông trình, so vôùi ñieàu kieän  1  ñeå choïn nghieäm. 

 

VAÁN ÑEÀ 3: ÖÙng duïng tính ñôn ñieäu ñeå chöùng minh baát ñaúng thöùc 

Ñeå chöùng minh baát ñaúng thöùc ta thöïc hieän caùc böôùc sau: 

  Chuyeån baát ñaúng thöùc veà daïng ( ) 0f x   (hoaëc   , , ). Xeùt haøm soá ( )y f x  treân taäp 

xaùc ñònh do ñeà baøi chæ ñònh. 

  Xeùt daáu  'f x . Suy ra haøm soá ñoàng bieán hay nghòch bieán. 

  Döïa vaøo ñònh nghóa söï ñoàng bieán, nghòch bieán ñeå keát luaän. 

Chuù yù:  

 1) Trong tröôøng hôïp ta chöa xeùt ñöôïc daáu cuûa  'f x  thì ta ñaët    'h x f x vaø quay laïi 

tieáp tuïc xeùt daáu  'h x … cho ñeán khi naøo xeùt daáu ñöôïc thì thoâi. 

 2) Neáu baát ñaúng thöùc coù hai bieán thì ta ñöa baát ñaúng thöùc veà daïng:      .f a f b  

 Xeùt tính ñôn ñieäu cuûa haøm soá ( )f x  trong khoaûng  ; .a b  

 

VAÁN ÑEÀ 4: Chöùng minh phöông trình coù nghieäm duy nhaát 

Ñeå chöùng minh phöông trình     gf x x  (*) coù nghieäm duy nhaát, ta thöïc hieän caùc böôùc sau: 

  Choïn ñöôïc nghieäm 0x  cuûa phöông trình. 

  Xeùt caùc haøm soá  ( )y f x   1C vaø y = g(x)  2 .C Ta caàn chöùng minh moät haøm soá ñoàng 

bieán vaø moät haøm soá nghòch bieán. Khi ñoù  1C  vaø  2C  giao nhau taïi moät ñieåm duy nhaát coù 

hoaønh ñoä 0x . Ñoù chính laø nghieäm duy nhaát cuûa phöông trình (*). 

Chuù yù: Neáu moät trong hai haøm soá laø haøm haèng y C   thì keát luaän treân vaãn ñuùng. 
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2. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ   
 

 

 

 
 

Định lý 1: (điều kiện cần để hàm số có cực trị) 

Giả sử hàm số f đạt cực trị tại điểm 0x . Khi đó nếu f có đạo hàm tại 0x  thì  0' 0f x    

 

Định lý 2: (điều kiện đủ thứ I để hàm số có cực trị). Quy tắc 1 

Giả sử hàm số ( )y f x  liên tục trên khoảng  ;a b  chứa điểm 0x  và có đạo hàm trên các 

khoảng  0;a x  và  0;x b . Khi đó 

a) Nếu '( ) 0f x   với mọi  0;x a x  và '( ) 0f x   với mọi  0; bx x   

      thì hàm số ( )f x  đạt cực tiểu tại điểm 0x . 

b) Nếu '( ) 0f x   với mọi  0;x a x  và '( ) 0f x   với mọi  0; bx x   

      thì hàm số ( )f x  đạt cực đại  tại điểm 0x . 

 

Định lý 3: (điều kiện đủ thứ II để hàm số có cực trị). Quy tắc 2 

Giả sử hàm số f có đạo hàm trên khoảng  ;a b  chứa điểm 0x , 0( ) 0f x   và f có đạo hàm 

cấp hai khác không tại điểm 0x . Khi đó 

a) Nếu  0 0f x   thì hàm số ( )f x  đạt  cực đại  tại điểm 0x   

b) Nếu  0 0f x   thì hàm số ( )f x  đạt  cực tiểu  tại điểm 0x   

 

Định lý 4:  

a)  Hàm số    3 2  0y f x ax bx cx d a       có hai điểm cực trị 

                      2' 3 2 0f x ax bx c     có hai nghiệm phân biệt. 

b)  Hàm số    4 2  0y f x ax bx c a      có ba điểm cực trị 

                       3' 4 2 0  f x ax bx   có ba nghiệm phân biệt. 

 

VAÁN ÑEÀ 1: Tìm cöïc trò cuûa haøm soá 

Qui taéc 1: Duøng ñònh lí 1. 

  Tìm   .f x  

  Tìm caùc ñieåm   1,2 ,ix i    maø taïi ñoù ñaïo haøm baèng 0 hoaëc khoâng coù ñaïo haøm. 

  Xeùt daáu   .f x  Neáu  f x  ñoåi daáu khi x ñi qua ix  thì haøm soá ñaït cöïc trò taïi ix . 

Qui taéc 2: Duøng ñònh lí 2. 

  Tính   .f x  

  Giaûi phöông trình   0f x   tìm caùc nghieäm   1,  2,  .ix i    

  Tính  f x vaø      1,  2,  .if x i    

  Neáu   0if x   thì haøm soá ñaït cöïc ñaïi taïi .ix  

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.fa
ce

book.c
om

/g
ro

ups/T
aiL

ieu
OnThiD

aiH
oc0

1

https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01


Phần 1. Ứng dụng của đạo hàm                                                                                                                    

 
5 

www.facebook.com/VanLuc168                          www.TOANTUYENSINH.com 

 

VanLucNN 

  Neáu   0if x   thì haøm soá ñaït cöïc tieåu taïi .ix  

 

VAÁN ÑEÀ 2: Tìm ñieàu kieän ñeå haøm soá coù cöïc trò  

1. Neáu haøm soá ( )y f x  ñaït cöïc trò taïi ñieåm 0x  thì  0 0f x   hoaëc taïi 0x  khoâng coù ñaïo haøm. 

2. Ñeå haøm soá ( )y f x  ñaït cöïc trò taïi ñieåm 0x  thì  f x  ñoåi daáu khi x ñi qua 0x . 

Chuù yù:  

  Haøm soá baäc ba 3 2y ax bx cx d     coù cöïc trò  Phöông trình 0y   coù hai nghieäm 

phaân bieät. 

 Khi ñoù neáu x0 laø ñieåm cöïc trò thì ta coù theå tính giaù trò cöïc trò  0y x  baèng hai caùch: 

  +   3 2
0 0 0 0y x ax bx cx d     

  +  0 0y x Ax B  , trong ñoù Ax B  laø phaàn dö trong pheùp chia y cho y. 

  Haøm soá  
2 ( )

' ' (
'

)
0

ax bx c P x
y

a x b Q
aa

x

 
 


  coù cöïc trò  Phöông trình 0y   coù hai 

nghieäm phaân bieät khaùc 
'

'

b

a
 . 

 Khi ñoù neáu x0 laø ñieåm cöïc trò thì ta coù theå tính giaù trò cöïc trò  0y x baèng hai caùch: 

     
 
 

0
0

0

P x
y x

Q x
  hoaëc     0

0
0

'

'

P x
y x

Q x
  

  Khi söû duïng ñieàu kieän caàn ñeå xeùt haøm soá coù cöïc trò caàn phaûi kieåm tra laïi ñeå loaïi boû 

nghieäm ngoaïi lai. 

  Khi giaûi caùc baøi taäp loaïi naøy thöôøng ta coøn söû duïng caùc kieán thöùc khaùc nöõa, nhaát laø 

ñònh lí Vi–et. 

 

VAÁN ÑEÀ 3: Ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm cöïc trò  

1) Haøm soá baäc ba 3 2( )y f x ax bx cx d     . 

  Chia  f x  cho  f x  ta ñöôïc:       . .f x Q x f x Ax B    

  Khi ñoù, giaû söû    1 1 2 2; ,  ;x y x y  laø caùc ñieåm cöïc trò thì: 1 1 1

2 1 2

y fx Ax B

y fx Ax B

   
   

 

  Caùc ñieåm    1 1 2 2; ,  ;x y x y  naèm treân ñöôøng thaúng  .y Ax B   

2) Haøm soá phaân thöùc 
2( )

( )
( )

P x ax bx c
y f x

Q x dx e

 
  


. 

  Giaû söû  0 0;x y  laø ñieåm cöïc trò thì 
 
 

0
0

0

'

'

P x
y

Q x
 . 

  Giaû söû haøm soá coù cöïc ñaïi vaø cöïc tieåu thì phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm cöïc 

trò aáy laø: 
 
 

' 2

'

P x ax b
y

dQ x


  . 
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3. GTLN, GTNN CỦA HÀM SỐ  
 

 

 

 

 

 

VAÁN ÑEÀ 1: Tìm GTLN, GTNN cuûa haøm soá baèng caùch laäp baûng bieán thieân  

Caùch 1: Thöôøng duøng khi tìm GTLN, GTNN cuûa haøm soá treân moät khoaûng. 

  Tính  f x . 

  Xeùt daáu  f x vaø laäp baûng bieán thieân. 

  Döïa vaøo baûng bieán thieân ñeå keát luaän. 

Caùch 2: Thöôøng duøng khi tìm GTLN, GTNN cuûa haøm soá lieân tuïc treân moät ñoaïn   ;  .a b  

  Tính  f x . 

  Giaûi phöông trình   0f x  tìm ñöôïc caùc nghieäm 1 2,  , ,  nx x x  treân ;  a b    (neáu coù). 

  Tính          1 2,  ,  ,  ,  ,  .nf a f b f x f x f x  

  So saùnh caùc giaù trò vöøa tính vaø keát luaän. 

    1 2
[ ; ]
max ( ) max ( ), ( ), ( ), ( ),..., ( )n

a b
M f x f a f b f x f x f x   

     1 2
[ ; ]
min ( ) min ( ), ( ), ( ), ( ),..., ( )n
a b

m f x f a f b f x f x f x   

 

VAÁN ÑEÀ 2: Tìm GTLN, GTNN cuûa haøm soá baèng caùch duøng baát ñaúng thöùc  

Caùch naøy döïa tröïc tieáp vaøo ñònh nghóa GTLN, GTNN cuûa haøm soá.  

  Chöùng minh moät baát ñaúng thöùc. 

  Tìm moät ñieåm thuoäc D  sao cho öùng vôùi giaù trò aáy, baát ñaúng thöùc vöøa tìm ñöôïc trôû thaønh 

ñaúng thöùc. 

Một số kiến thức thường dùng: 

 a) 

2
2( )

2 4

b
f x ax bx c a x

a a

 
      

 
 

 b) Bất đẳng thức Cô-si:  

Với hai số a, b không âm  , 0a b   ta luôn có: 2
2

a b
ab a b ab


     

                                                     Dấu "=" xảy ra khi a b  

Với ba số a, b, c không âm  , , 0a b c   ta luôn có: 3 33
3

a b c
abc a b c abc

 
      

                                                     Dấu "=" xảy ra khi a b c   

 c) Một số bất đẳng thức cơ bản thường dùng  

                         1) 
2 2

2 2 2
2

a b
a b ab ab


      

                         2)  
2

2  
( )

( ) 4
4

a b
a b ab ab


     

                         3)  
2

2 2 2 2 2 ( )
( ) 2( ) a

2

a b
a b a b b


       
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VAÁN ÑEÀ 3: Tìm GTLN, GTNN cuûa haøm soá baèng caùch duøng mieàn giaù trò  

Xeùt baøi toaùn tìm GTLN, GTNN cuûa haøm soá ( )f x  treân moät mieàn D  cho tröôùc. 

 Goïi 0y  laø moät giaù trò tuyø yù cuûa  f x treân D , thì heä phöông trình (aån x) sau coù nghieäm:  

   0( ) (1)

(2)

f x y

x D

 



 

 Tuyø theo daïng cuûa heä treân maø ta coù caùc ñieàu kieän töông öùng. Thoâng thöôøng ñieàu kieän aáy 

(sau khi bieán ñoåi) coù daïng:  0m y M   (3)  

 Vì y0 laø moät giaù trò baát kì cuûa  f x  neân töø (3) ta suy ra ñöôïc:  

    min ( ) ; max ( )
D D

f x m f x M   

 

VAÁN ÑEÀ 4: Söû duïng GTLN, GTNN cuûa haøm soá trong PT, HPT, BPT  

Giaû söû  f x  laø moät haøm soá lieân tuïc treân mieàn D  vaø coù  min ( ) ; max ( )
D D

f x m f x M  . Khi ñoù: 

 1) Heä phöông trình 
( )f x

x D
 
 


 coù nghieäm .m M    

 2) Heä baát phöông trình 
( )f x

x D
 





 coù nghieäm .M    

 3) Heä baát phöông trình 
( )f x

x D
 





 coù nghieäm .m    

 4) Baát phöông trình  f x   ñuùng vôùi moïi x .m    

 5) Baát phöông trình  f x   ñuùng vôùi moïi x .M    
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4. ĐƯỜNG TIỆM CẬN 
 

 

 

 

 

1. Ñònh nghóa: 

  Ñöôøng thaúng 0x x  ñược gọi là ñöôøng tieäm caän ñöùng cuûa ñoà thò haøm soá ( )y f x  neáu 

ít nhaát moät trong caùc ñieàu kieän sau ñöôïc thoaû maõn: 

  
0

lim ( )
x x

f x


  ;   
0

lim ( )
x x

f x


  ; 
0

lim ( )
x x

f x


  ; 
0

lim ( )
x x

f x


   

  Ñöôøng thaúng 0y y  ñược gọi là ñöôøng tieäm caän ngang cuûa ñoà thò haøm soá ( )y f x  

neáu ít nhaát moät trong caùc ñieàu kieän sau ñöôïc thoaû maõn: 

   0lim ( )
x

f x y


 ; 0lim ( )
x

f x y


  

  Ñöôøng thaúng , 0y ax b a    ñược gọi là ñöôøng tieäm caän xieân cuûa ñoà thò haøm soá 

( )y f x  neáu ít nhaát moät trong caùc ñieàu kieän sau ñöôïc thoaû maõn: 

    lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


   ;  lim ( ) ( ) 0
x

f x ax b


    

2. Chuù yù: 

 a) Neáu 
( )

( )
( )

P x
y f x

Q x
   laø haøm soá phaân thöùc höõu tyû. 

  Neáu   0Q x  coù nghieäm 0x  thì ñoà thò coù tieäm caän ñöùng 0x x . 

  Neáu baäc   P x   baäc   Q x  thì ñoà thò coù tieäm caän ngang. 

  Neáu baäc   P x  baäc    1Q x   thì ñoà thò coù tieäm caän xieân. 

 b) Ñeå xaùc ñònh caùc heä soá ,  a b  trong phöông trình cuûa tieäm caän xieân, ta coù theå aùp duïng 

caùc coâng thöùc sau: 

   ( )
lim ; lim ( )

x x

f x
a b f x ax

x 
    

 hoaëc  ( )
lim ; lim ( )

x x

f x
a b f x ax

x 
    
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5.  KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
 

 

 

 

 

Caùc böôùc khaûo saùt söï bieán thieân vaø veõ ñoà thò cuûa haøm soá 

  Tìm taäp xaùc ñònh cuûa haøm soá. 

  Xeùt söï bieán thieân cuûa haøm soá: 

 + Tính y. 

 + Tìm caùc ñieåm taïi ñoù ñaïo haøm y baèng 0 hoaëc khoâng xaùc ñònh. 

 + Tìm caùc giôùi haïn taïi voâ cöïc, giôùi haïn voâ cöïc vaø tìm tieäm caän (neáu coù). 

 + Laäp baûng bieán thieân ghi roõ daáu cuûa ñaïo haøm, chieàu bieán thieân, cöïc trò cuûa haøm soá. 

  Veõ ñoà thò cuûa haøm soá: 

 + Veõ caùc ñöôøng tieäm caän (neáu coù) cuûa ñoà thò. 

 + Xaùc ñònh moät soá ñieåm ñaëc bieät cuûa ñoà thò nhö giao ñieåm cuûa ñoà thò vôùi caùc truïc toaï ñoä 

(trong tröôøng hôïp ñoà thò khoâng caét caùc truïc toaï ñoä hoaëc vieäc tìm toaï ñoä giao ñieåm phöùc taïp thì 

coù theå boû qua). Coù theå tìm theâm moät soá ñieåm thuoäc ñoà thò ñeå coù theå veõ chính xaùc hôn. 

 + Nhaän xeùt veà ñoà thò: Chæ ra truïc ñoái xöùng, taâm ñoái xöùng (neáu coù) cuûa ñoà thò. 
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6.  SỰ TƯƠNG GIAO CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
 

 

 

 

 

Bài toán tổng quát 

Trong   .mp Oxy  Hãy xét sự tương giao của đồ thị hai hàm số: 1

2

( ) : ( )

( ) : ( )

C y f x

C y g x

 
 

 

 

 1C và  2C  không có điểm chung       1C và  2C  cắt nhau      1C và  2C  tiếp xúc nhau 

 

 Phương pháp chung: 

          *  Thiết lập phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hai hàm số đã cho: 

                                   1f x g x  

          *  Tùy theo số nghiệm của phương trình  1  mà ta kết luận về số điểm chung  

                 của hai đồ thị   1C và  2C .  

             Lưu ý: 

            Số nghiệm của phương trình  1 chính là số giao điểm của hai đồ thị  1C và  2 .C  

            Ghi nhớ:  Số nghiệm của pt  1 bằng số giao điểm của hai đồ thị  1C và  2 .C  

        

Chú ý 1 : 

 *  1  vô nghiệm                    1C và  2C  không có điểm điểm chung  

 *  1  có  n   nghiệm               1C và  2C  có n  điểm chung 

 

Chú ý 2 : 

* Nghiệm 0x  của phương trình  1  chính là hoành độ điểm chung của  1C và  2 .C  

   Khi đó tung độ điểm chung là  0 0 y f x  hoặc  0 0 .y g x  
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7.  TIẾP TUYẾN CỦA ĐỒ THỊ HÀM SỐ 
 

 

 

 

 
 

Dạng 1: Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị 

  C : y f(x)  tại điểm 0 0 0M (x ;y ) (C)  

 

 

 

 

 

  

 

Phương pháp: 

 

 

            Phương trình tiếp tuyến với  C  tại  0 0;M x y  có dạng: 

                              0 0y y k x x    hay    0 0 0'( )( ) ( )y f x x x f x    

 Trong đó:    0 :x  hoành độ tiếp điểm 

  0 :y  tung độ tiếp điểm và  0 0 y f x  

:k  hệ số góc của tiếp tuyến và được tính bởi công thức:  '
0 k f x  

 

 
 

Dạng 2:  Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị 

  C : y f(x)  biết tiếp tuyến có hệ số góc k  cho trước 
 

 
Phương pháp: Ta có thể tiến hành theo các bước sau 

Bước 1:  Gọi 0 0( ; ) ( )M x y C  là tiếp điểm của tiếp tuyến với  C  

Bước 2:  Tìm 0x  bằng cách giải phương trình :  0f x k  , từ đó suy ra  0 0( ) ?y f x  

Bước 3:  Thay các yếu tố tìm được vào phương trình:  0 0y y k x x    ta sẽ được 

phương trình tiếp tuyến cần tìm. 
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Chú ý : Đối với dạng 2 người ta có thể cho hệ số góc k  dưới dạng gián tiếp như : tiếp 

tuyến song songtiếp tuyến vuông góc với một đường thẳng cho trước .  

 
Khi đó ta cần phải sử dụng các kiến thức sau: 

 Định lý 1: Nếu đường thẳng    có phương trình dạng: y ax b   thì hệ số góc 

của    là: 

                             k a   

 Định lý 2: Trong  mp Oxy cho hai đường thẳng 1 2( ) vaø ( )  . Khi đó: 

                                                                  
1 2

1 2

1 2

1 2

//       k k

     k .k 1

 

 

   

     
 

 
 

Dạng 3: Viết phương trình tiếp tuyến với   C : y f(x)  biết 

tiếp tuyến đi qua điểm  A A Ax ;y  
 

 
Phương pháp : Ta có thể tiến hành theo các bước sau  

 

 Bước 1:  Viết phương trình tiếp tuyến  d với  C tại điểm  0 0 0 ( );M x y C  

                                                         0 0 0( ) : '( )( ) ( )d y f x x x f x          *  

             Bước 2: Định 0x  để  d đi qua điểm  ;A AA x y Ta có: 

                                          d  đi qua điểm  ;A AA x y 0 0 0'( )( ) ( )A Ay f x x x f x       1  

             Bước 3: Giải phương trình  1 tìm 0x . Thay 0x  tìm được vào  *  ta sẽ được 

phương trình tiếp tuyến cần tìm. 
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8.  BIỆN LUẬN SỐ NGHIỆM CỦA PHƯƠNG TRÌNH BẰNG ĐỒ THỊ 
 

 

 

 

 

Cơ sở của phương pháp 

       Xét phương trình       1f x g x  

Nghiệm 0x  của phương trình  1  chính là hoành độ giao điểm của    1 :C y f x  

và    2 :C y f x  

 

 

 

 

 

Bài toán: Bằng đồ thị hãy biện luận theo m số nghiệm của phương trình dạng: 

   *f x m  

Phương pháp: 

 

  

            Bước 1: Xem (*) là phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị:                                                                    

   

 

   

 ( ) : ( )   : (C) laø ñoà thò coá ñònh 

 ( ) :         : ( ) laø ñöôøng thaúng di ñoäng cuøng phöông Ox 

                              vaø caét Oy taïi M(0;m)

C y f x

y m  

Bước 2: Vẽ  C  và    lên cùng một hệ trục tọa độ 

 Bước 3:  Biện luận theo m số giao điểm của    và  C  

                           Từ đó suy ra số nghiệm của phương trình  *  

  

            Minh họa: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Dạng:    f x g m  giải tương tự 

 

 

y

x

)(:)( xfyC 

);0( m

1m

2m

my 

O

y

x
0x

)( 1C

)( 2C
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9.  TÌM ĐIỂM THUỘC ĐỒ THỊ THỎA ĐIỀU KIỆN CHO TRƯỚC 
 

 

 

 

 

Định nghĩa:  Cho hàm số ( )y f x  xác định trên tập .D  

Trong mặt phẳng toạ độ ( )Oxy , tập hợp  C  tất cả các điểm có toạ độ  ; ( )x f x  với x D  

được gọi là đồ thị của hàm số ( )y f x . 

 

 

 

 

 

                               

Từ định nghĩa ta có:  f(x)yvaø  Dx vôùi  );(/)( yxMMC  

 

   DxCyxM  000 )();(  và )( 00 xfy   

 

Phương pháp chung 

  Đặt    0 0,M x y C  với  0 0y f x  là điểm cần tìm; 

  Từ điều kiện cho trước ta tìm một phương trình chứa 
0
x ;  

  Giải phương trình tìm 
0
x , suy ra  0 0

y f x   0 0
;M x y  . 
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II. HÀM SỐ LŨY THỪA - HÀM SỐ MŨ  
HÀM SỐ LOGARIT 

 

 

§1. LŨY THỪA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Ñònh nghóa luyõ thöøa 
 

Soá muõ   Cô soá a  Luyõ thöøa a  

*n     a   . ......na a a a a   (n thöøa soá a) 

0  0a  10  aa  

( *)n n     0a  n

n

a
aa

1
   

( , *)
m
m n

n
      0a  )( abbaaaa nnn mn

m

  

lim ( , *)
n n
r r n      0a  nraa lim  

 

2. Tính chaát cuûa luyõ thöøa 

  Vôùi moïi  0,  0a b  ta coù: 

  











b

a

b

a
baabaaa

a

a
aaa 








  ;.)(;)(;;. .  

   1 : aa a      ;     0 1 : a aa         

  Vôùi 0 a b   ta coù: 

  0m ma b m   ;   0m ma b m    

Chuù yù: + Khi xeùt luyõ thöøa vôùi soá muõ 0  vaø soá muõ nguyeân aâm thì cô soá a  phaûi khaùc 0 . 

            + Khi xeùt luyõ thöøa vôùi soá muõ khoâng nguyeân thì cô soá a  phaûi döông. 

3. Ñònh nghóa vaø tính chaát cuûa caên thöùc 

  Caên baäc n  cuûa a  laø soá b  sao cho nb a . 

  Vôùi    ,  0,  ,  *,  ,  a b m n p q  ta coù:  

  .n n nab a b ; ( 0)
n

n
n

a a
b

b b
  ;   ( 0)

pn p na a a  ;       m n mna a  

  ( 0)
n mp qp q

Neáu thì a a a
n m

   ;  Ñaëc bieät 
mnn ma a  

  Neáu n  laø soá nguyeân döông leû vaø a b  thì n na b . 

    Neáu n  laø soá nguyeân döông chaün vaø 0 a b   thì n na b . 
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§2. HÀM SỐ LŨY THỪA 

 

§3. LÔGARIT 

 Chuù yù:  

 + Khi n  leû, moãi soá thöïc a  chæ coù moät caên baäc n . Kí hieäu n a . 

 + Khi n  chaün, moãi soá thöïc döông a  coù ñuùng hai caên baäc n  laø hai soá ñoái nhau. 

4. Coâng thöùc laõi keùp 

 Goïi A  laø soá tieàn göûi, r  laø laõi suaát moãi kì, N  laø soá kì. 

 Soá tieàn thu ñöôïc (caû voán laãn laõi) laø:  (1 )NC A r   

 

 

 

 

 

 

 

 Ñònh nghóa 

       

Soá muõ   Haøm soá y x  Taäp xaùc ñònh D 

  (n n  nguyeân döông )  ny x                     D   

  (n n  nguyeân aâm hoaëc  )0n  ny x    \ 0D   

  laø soá thöïc khoâng nguyeân y x     0;D  

 

 Chuù yù: Haøm soá 

1

ny x  khoâng ñoàng nhaát vôùi haøm soá   ( *)ny x n .  

 

 Ñaïo haøm  

    1 ( 0)x x x
   ;   1.u u u

   

 Chuù yù:   n

n n

vôùi x neáu n chaün
x

vôùi x neáu n leû
n x 1

1  0   
 0   

  
   

.   
1

n

n n

u
u

n u 

 
   

 

 

 

 

 

 

 

1. Ñònh nghóa 

  Vôùi  0,  1,  0a a b    ta coù: loga b a b    

 Chuù yù: loga b  coù nghóa khi 0, 1
0

a a
b

  



 

  Logarit thaäp phaân:   10lg log logb b b   
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§4. HÀM SỐ MŨ. HÀM SỐ LÔGARIT 

  Logarit töï nhieân (logarit Nepe): ln logeb b   (vôùi  
1

lim 1 2,718281

n

e
n

 
   

 
) 

2. Tính chaát 

  log 1 0a  ;  log 1a a  ;  log b
a a b ;  

log
( 0)a

b
a b b   

  Cho 0, 1,  ,  0a a b c   . Khi ñoù: 

   + Neáu  1a  thì log loga ab c b c    

   + Neáu  0 1a  thì log loga ab c b c    

3. Caùc qui taéc tính logarit 

 Vôùi 0, 1,  ,  0a a b c   , ta coù: 

  log ( ) log loga a abc b c     log log loga a a

b
b c

c

 
  

 
    log loga ab b   

4. Ñoåi cô soá 

 Vôùi ,  ,  0a b c   vaø ,  1,a b   ta coù:  

  
log

log
log

a
b

a

c
c

b
    hay   log .log loga b ab c c  

  
1

log
loga

b

b
a

     
1

log log ( 0)aa
c c  


 

 
 

 

 

 

 

 

1. Haøm soá muõ xy a   0,  ).( 1a a   

   Taäp xaùc ñònh:  .D   

   Taäp giaù trò:    0 .( );T    

   Khi  1a  haøm soá ñoàng bieán, khi 0 1a   haøm soá nghòch bieán. 

   Nhaän truïc hoaønh laøm tieäm caän ngang. 

   Ñoà thò: 

     
 

2. Haøm soá logarit  logay x   0,  ).( 1a a   

   Taäp xaùc ñònh: 0;( .)D    

   Taäp giaù trò:  .T   

   Khi 1a   haøm soá ñoàng bieán, khi 0 1a  haøm soá nghòch bieán. 

 0<a<1 

 y=ax 
y

x
1

 a>1 

 y=ax 
y

x1
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§5. PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ PHƯƠNG TRÌNH 
LÔGARIT 

   Nhaän truïc tung laøm tieäm caän ñöùng. 

   Ñoà thò: 

       
 

3. Ñaïo haøm  

     lnx xa a a

 ;    ln .u ua a a u


   

   x xe e

 ;     .u ue e u


   

     1
log

lna x
x a

  ;   log
lna

u
u

u a

   

       n  0 ;
1

l x
x

x      ln
u

u
u

   

 

 

 

 

 

 

 
 
 

PHƯƠNG TRÌNH MŨ 
 

1. Phöông trình muõ cô baûn:   

Vôùi 0,  1 :   a a 
0
log

x

a

b
a b

x b
 

  
   

2. Moät soá phöông phaùp giaûi phöông trình muõ 

     a) Ñöa veà cuøng cô soá:  

               Vôùi 0,  1 :   a a           ( ) ( ) ( ) ( )f x g xa a f x g x     

 Chuù yù: Trong tröôøng hôïp cô soá coù chöùa aån soá thì:     ( 1)( ) 0M Na a a M N  

b) Logarit hoaù:   

                       ( ) ( ) ( ) log . ( )  f x g x
aa b f x b g x  

c) Ñaët aån phuï: 

   Daïng 1:  ( )( ) 0f xP a   
( ) , 0

( ) 0

f xt a t
P t

   


,  trong ñoù  P t  laø ña thöùc theo t . 

   Daïng 2: 2 ( ) ( ) 2 ( )( ) 0f x f x f xa ab b      

0<a<1 

 y=logax 

1 x

y

O

 a>1 

 y=logax 

1

y

x
O

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.fa
ce

book.c
om

/g
ro

ups/T
aiL

ieu
OnThiD

aiH
oc0

1

https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01


Phần 2. Hàm số lũy thừa, mũ, lôgarit 

 
19 

www.facebook.com/VanLuc168                          www.TOANTUYENSINH.com 

 

VanLucNN 

     Chia 2 veá cho 2 ( )f xb , roài ñaët aån phuï 

( )f x
a

t
b

 
  
 

 

   Daïng 3:  ( ) ( )f x f xa b m  , vôùi  1ab  . Ñaët  ( ) ( ) 1f x f xt a b
t

    

 d) Söû duïng tính ñôn ñieäu cuûa haøm soá 

  Xeùt phöông trình:             1f x g x  

   Ñoaùn nhaän 0x  laø moät nghieäm cuûa  1 .  

   Döïa vaøo tính ñoàng bieán, nghòch bieán cuûa  f x  vaø  g x ñeå keát luaän 0x  laø 

nghieäm duy nhaát: 
( ) ñoàng bieán vaø ( ) nghòch bieán (hoaëc ñoàng bieán nhöng nghieâm ngaët). 
( ) ñôn ñieäu vaø ( )   haèng soá

f x g x
f x g x c


 

 

   Neáu  f x  ñoàng bieán (hoaëc nghòch bieán) thì ( ) ( )f u f v u v    

 e) Ñöa veà phöông trình caùc phöông trình ñaëc bieät 

   Phöông trình tích . 0
0
0

B
A
B

A
 


  


  

           Phöông trình  2 2 0
0

0
A

A B
B

 
    

 

 f) Phöông phaùp ñoái laäp 

  Xeùt phöông trình:             1f x g x  

  Neáu ta chöùng minh ñöôïc:   
( )
( )

f x M
g x M

 
 

 thì   1
( )
( )

f x M
g x M

 
  

  

  

PHƯƠNG TRÌNH LOGARIT 
 

1. Phöông trình logarit cô baûn 

  Vôùi 0,  1 :   a a   log b
a x b x a     

2. Moät soá phöông phaùp giaûi phöông trình logarit 

 a) Ñöa veà cuøng cô soá 

  Vôùi 0,  1 :   a a   
( ) ( )

log ( ) log ( )
( ) 0 ( ( ) 0)a a

f x g x
f x g x

f x hoaëc g x
 

  
 

  

 b) Muõ hoaù 

  Vôùi 0,  1 :   a a   
log ( )

log ( ) a
f x b

a f x b a a    

 c) Ñaët aån phuï 

 d) Söû duïng tính ñôn ñieäu cuûa haøm soá 

 e) Ñöa veà phöông trình ñaëc bieät  

 f) Phöông phaùp ñoái laäp 

 Chuù yù:  

   Khi giaûi phöông trình logarit caàn chuù yù ñieàu kieän ñeå bieåu thöùc coù nghóa. 

   Vôùi ,  ,  0a b c   vaø ,  ,  1 :a b c   
log logb bc a

a c  
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§6. BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ VÀ BẤT 
PHƯƠNG TRÌNH LÔGARIT 

 

 

 

 

 

 
 

BẤT PHƯƠNG TRÌNH MŨ 

 

 Khi giaûi caùc baát phöông trình muõ ta caàn chuù yù tính ñôn ñieäu cuûa haøm soá muõ. 

   ( ) ( )

1
( ) ( )

0 1
( ) ( )

f x g x

a
f x g x

a a
a

f x g x

 
   
   

   

 Ta cuõng thöôøng söû duïng caùc phöông phaùp giaûi töông töï nhö ñoái vôùi phöông trình muõ: 

  – Ñöa veà cuøng cô soá. 

  – Ñaët aån phuï. 

  – …. 

 Chuù yù: Trong tröôøng hôïp cô soá a coù chöùa aån soá thì: 

     ( 1)( ) 0M Na a a M N      

 
 

BẤT PHƯƠNG TRÌNH LOGARIT 

 

 Khi giaûi caùc baát phöông trình logarit ta caàn chuù yù tính ñôn ñieäu cuûa haøm soá logarit. 

   

1
( ) ( ) 0

log ( ) log ( )
0 1
0 ( ) ( )

a a

a
f x g x

f x g x
a
f x g x

 
    
    

   

 Ta cuõng thöôøng söû duïng caùc phöông phaùp giaûi töông töï nhö ñoái vôùi phöông trình logarit: 

  – Ñöa veà cuøng cô soá. 

  – Ñaët aån phuï. 

  – …. 

 Chuù yù: Trong tröôøng hôïp cô soá a coù chöùa aån soá thì: 

   log 0 ( 1)( 1) 0a B a B     ; 
log

0 ( 1)( 1) 0
log

a

a

A
A B

B
      
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III. NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN VÀ ỨNG DỤNG 
 

 

§1. NGUYÊN HÀM 

 

 

 

 

 
 

1. Khaùi nieäm nguyeân haøm 

       Cho haøm soá f   xaùc ñònh treân K . Haøm soá F  ñược gọi laø nguyeân haøm cuûa f  treân K  neáu: 

      '( ) ( )F x f x , x  K  

       Neáu  F x  laø moät nguyeân haøm cuûa  f x  treân K  thì hoï nguyeân haøm cuûa  f x treân K  laø: 

      ( ) ( )f x dx F x C  ,C �. 

       Moïi haøm soá  f x  lieân tuïc treân K  ñeàu coù nguyeân haøm treân K . 

2. Tính chaát 

 '( ) ( )f x dx f x C       ( ) ( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx         ( ) ( ) ( 0)kf x dx k f x dx k     

3. Nguyeân haøm cuûa moät soá haøm soá thöôøng gaëp 

 0dx C    

 dx x C   

 
1

, ( 1)
1

x
x dx C



   



 


 

 
1

lndx x C
x

   

 x xe dx e C   

 (0 1)
ln

x
x a

a dx C a
a

     

 cos sinxdx x C   

 sin cosxdx x C    

 
2

1
tan

cos
dx x C

x
   

 
2

1
cot

sin
dx x C

x
    

 
1

cos( ) sin( ) ( 0)ax b dx ax b C a
a

      

 
1

sin( ) cos( ) ( 0)ax b dx ax b C a
a

       

 
1

, ( 0)ax b ax be dx e C a
a

     

 
1 1

lndx ax b C
ax b a

  
  

4. Phöông phaùp tính nguyeân haøm 

 a) Phöông phaùp ñoåi bieán soá 

  Neáu ( ) ( )f u du F u C    vaø ( )u u x  coù ñaïo haøm lieân tuïc thì: 

        ( ) . '( ) ( )f u x u x dx F u x C   

 b) Phöông phaùp tính nguyeân haøm töøng phaàn 

 Neáu ,  u v  laø hai haøm soá coù ñaïo haøm lieân tuïc treân K  thì: 

     udv uv vdu    

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.fa
ce

book.c
om

/g
ro

ups/T
aiL

ieu
OnThiD

aiH
oc0

1

https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01


Phần 3. Nguyên hàm, tích phân và ứng dụng 

 
22 

www.facebook.com/VanLuc168                          www.TOANTUYENSINH.com 

 

VanLucNN 

VAÁN ÑEÀ 1: Tính nguyeân haøm baèng caùch söû duïng baûng nguyeân haøm 

Bieán ñoåi bieåu thöùc haøm soá ñeå söû duïng ñöôïc baûng caùc nguyeân haøm cô baûn. 

Chuù yù: Ñeå söû duïng phöông phaùp naøy caàn phaûi: 

  – Naém vöõng baûng caùc nguyeân haøm. 

  – Naém vöõng pheùp tính vi phaân. 

 

VAÁN ÑEÀ 2: Tính nguyeân haøm ( )f x dx  baèng phöông phaùp ñoåi bieán soá 

 Daïng 1: Neáu  f x  coù daïng:   f x   ( ) . '( )g u x u x  thì ta ñaët ( ) '( )t u x dt u x dx   . 

  Khi ñoù: ( ) ( )f x dx g t dt  ,  trong ñoù ( )g t dt  deã daøng tìm ñöôïc. 

 Chuù yù: Sau khi tính ( )g t dt  theo t , ta phaûi thay laïi   .t u x  

 Daïng 2: Thöôøng gaëp ôû caùc tröôøng hôïp sau: 

 

 

VAÁN ÑEÀ 3: Tính nguyeân haøm baèng phöông phaùp tính nguyeân haøm töøng phaàn 

 Vôùi  P x laø ña thöùc cuûa x, ta thöôøng gaëp caùc daïng sau: 

 

 

VAÁN ÑEÀ 4: Tính nguyeân haøm baèng phöông phaùp duøng nguyeân haøm phuï 

Ñeå xaùc ñònh nguyeân haøm cuûa haøm soá   ,f x  ta caàn tìm moät haøm  g x  sao cho nguyeân haøm cuûa 

caùc haøm soá    f x g x  deã xaùc ñònh hôn so vôùi   .f x  Töø ñoù suy ra nguyeân haøm cuûa   .f x  

 Böôùc 1: Tìm haøm  g x . 

 Böôùc 2: Xaùc ñònh nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá     ,f x g x  töùc laø: 

   1

2

( ) ( ) ( )
(*)

( ) ( ) ( )

F x G x A x C

F x G x B x C

   


  
 

 Böôùc 3: Töø heä (*), ta suy ra  1
( ) ( ) ( )

2
F x A x B x C    laø nguyeân haøm cuûa   .f x  

 

 ( ). xP x e dx  ( ).cosP x xdx  ( ).sinP x xdx  ( ).lnP x xdx  

u P(x) P(x) P(x) lnx 
dv xe dx  cos xdx  sin xdx  P(x) 

 

f(x) coù chöùa Caùch ñoåi bieán 

2 2a x  
 sin ,

2 2
x a t t   

 
 

hoaëc cos , 0x a t t     

2 2a x  
 tan ,

2 2
x a t t   

 
 

hoaëc cot , 0x a t t     
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VAÁN ÑEÀ 5: Tính nguyeân haøm cuûa moät soá haøm soá thöôøng gaëp 
  

1.  f(x) laø haøm höõu tæ: 
( )

( )
( )

P x
f x

Q x
  

  – Neáu baäc cuûa  P x   baäc cuûa  Q x thì ta thöïc hieän pheùp chia ña thöùc. 

  – Neáu baäc cuûa  P x   baäc cuûa  Q x  vaø  Q x  coù daïng tích nhieàu nhaân töû thì ta 

phaân tích  f x  thaønh toång cuûa nhieàu phaân thöùc (baèng phöông phaùp heä soá baát ñònh). 

 Chaúng haïn: 
1

( )( )

A B

x a x b x a x b
 

   
 

   2

2 2

1
, 4 0

( )( )

A Bx C
vôùi b ac

x mx m ax bx c ax bx c


    

    
  

   
2 2 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( )

A B C D

x a x bx a x b x a x b
   

    
 

2.  f(x) laø haøm voâ tæ  

  +   , m
ax b

R x
c

f x
x d

 





 
 

   ñaët m
ax b

t
cx d





 

  +   1

( )( )
R

x a x
f x

b

 
    

  ñaët t x a x b     

   f x  laø haøm löôïng giaùc 

  Ta söû duïng caùc pheùp bieán ñoåi löôïng giaùc thích hôïp ñeå ñöa veà caùc nguyeân haøm cô 

baûn. Chaúng haïn: 

 + 
 sin ( ) ( )1 1

.
sin( ).sin( ) sin( ) sin( ).sin( )

x a x b

x a x b a b x a x b

  


    
, 

sin( )
1

sin( )

a b
söû duïng

a b

 
 

 
 

 +
 sin ( ) ( )1 1

.
cos( ).cos( ) sin( ) cos( ).cos( )

x a x b

x a x b a b x a x b

  


    
, 

sin( )
1

sin( )

a b
söû duïng

a b

 
 

 
 

 + 
 cos ( ) ( )1 1

.
sin( ).cos( ) cos( ) sin( ).cos( )

x a x b

x a x b a b x a x b

  


    
,  

cos( )
1

cos( )

a b
söû duïng

a b

 
 

 
 

  + Neáu ( sin ,cos ) (sin ,cos )R x x R x x    thì ñaët t cosx  

  + Neáu (sin , cos ) (sin ,cos )R x x R x x    thì ñaët t sinx  

  + Neáu ( sin , cos ) (sin ,cos )R x x R x x     thì ñaët t tanx  (hoaëc t cotx ) 
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§2. TÍCH PHÂN 

 

 

 

 
 

1. Khaùi nieäm tích phaân 

 Cho haøm soá f   lieân tuïc treân K  vaø ,  a b K . Neáu F  laø moät nguyeân haøm cuûa f   treân K  thì: 

     –F b F a  ñgl tích phaân cuûa f   töø a  ñeán b  vaø kí hieäu laø ( )
b

a

f x dx . 

        ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a  

 Ñoái vôùi bieán soá laáy tích phaân, ta coù theå choïn baát kì moät chöõ khaùc thay cho ,x  töùc laø: 

          ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
b b b

a a a

f x dx f t dt f u du F b F a  

 YÙ nghóa hình hoïc: Neáu haøm soá  y f x  lieân tuïc vaø khoâng aâm treân ñoaïn ;  a b    thì dieän tích 

S  cuûa hình thang cong giôùi haïn bôûi ñoà thò cuûa   ,y f x  truïc Ox  vaø hai ñöôøng thaúng 

 ,  x a x b   laø:      ( )
b

a

S f x dx   

2. Tính chaát cuûa tích phaân 

 
0

0

( ) 0f x dx     ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx     ( ) ( )
b b

a a

kf x dx k f x dx   ( ):  k const  

  ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx       ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     

 Neáu   0f x   treân ;  a b    thì ( ) 0
b

a

f x dx    

 Neáu    f x g x treân ;  a b    thì ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx   

3. Phöông phaùp tính tích phaân 

 a) Phöông phaùp ñoåi bieán soá 

   
( )

( )

( ) . '( ) ( )
u bb

a u a

f u x u x dx f u du  

  trong ñoù:  u u x  coù ñaïo haøm lieân tuïc treân K ,  y f u  lieân tuïc vaø haøm hôïp 

 f u x 
   xaùc ñònh treân K , ,  a b .K  

 b) Phöông phaùp tích phaân töøng phaàn 

 Neáu ,  u v  laø hai haøm soá coù ñaïo haøm lieân tuïc treân K , ,  a b K  thì:   
b b

b

a
a a

udv uv vdu  
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Chuù yù: – Caàn xem laïi caùc phöông phaùp tìm nguyeân haøm. 

– Trong phöông phaùp tích phaân töøng phaàn, ta caàn choïn sao cho 
b

a

vdu  deã tính hôn 
b

a

udv . 

 

VAÁN ÑEÀ 1: Tính tích phaân baèng caùch söû duïng baûng nguyeân haøm 

 Bieán ñoåi bieåu thöùc haøm soá ñeå söû duïng ñöôïc baûng caùc nguyeân haøm cô baûn. Tìm nguyeân 

haøm  F x cuûa  f x , roài söû duïng tröïc tieáp ñònh nghóa tích phaân: 

       ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a  

 Chuù yù: Ñeå söû duïng phöông phaùp naøy caàn phaûi: 

  – Naém vöõng baûng caùc nguyeân haøm. 

  – Naém vöõng pheùp tính vi phaân. 

 

VAÁN ÑEÀ 2: Tính tích phaân baèng phöông phaùp ñoåi bieán soá 

 Daïng 1: Giaû söû ta caàn tính ( )
b

a

g x dx . 

  Neáu vieát ñöôïc g(x) döôùi daïng:  ( ) ( ) . '( )g x f u x u x    thì 
( )

( )

( ) ( )
u bb

a u a

g x dx f u du   

 Daïng 2: Giaû söû ta caàn tính ( )f x dx




. 

   Ñaët   ( )x x t t K   vaø ,  a b K thoaû maõn    ,  x a x b    

   thì   ( ) ( ) '( ) ( )
b b

a a

f x dx f x t x t dt g t dt   




    ( ) ( ) . '( )g t f x t x t  

  Daïng 2 thöôøng gaëp ôû caùc tröôøng hôïp sau: 

 

f(x) coù chöùa Caùch ñoåi bieán 

2 2a x  
 sin ,

2 2
x a t t   

 
 

hoaëc cos , 0x a t t     

2 2a x  
 tan ,

2 2
x a t t   

 
 

hoaëc cot , 0x a t t     

2 2x a  

  , ; \ 0
sin 2 2

a
x t

t

 
    

 
 

hoaëc  , 0; \
cos 2

a
x t

t

 
   

 


  
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VAÁN ÑEÀ 3: Tính tích phaân baèng phöông phaùp tích phaân töøng phaàn 

 Vôùi  P x laø ña thöùc cuûa ,x  ta thöôøng gaëp caùc daïng sau: 

 

 

VAÁN ÑEÀ 4: Tính tích phaân caùc haøm soá coù chöùa giaù trò tuyeät ñoái 

Ñeå tính tích phaân cuûa haøm soá  f x  coù chöùa daáu GTTÑ, ta caàn xeùt daáu  f x  roài söû duïng coâng 

thöùc phaân ñoaïn ñeå tính tích phaân treân töøng ñoaïn nhoû. 

 

VAÁN ÑEÀ 5: Tính tích phaân caùc haøm soá höõu tæ 
  

 Xem laïi caùch tìm nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá höõu tæ. 

 

VAÁN ÑEÀ 6: Tính tích phaân caùc haøm soá voâ tæ 
  

 Xem laïi caùch tìm nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá voâ tæ. 

 

VAÁN ÑEÀ 7: Tính tích phaân caùc haøm soá löôïng giaùc 
 

 Xem laïi caùch tìm nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá löôïng giaùc. 

 

VAÁN ÑEÀ 8: Tính tích phaân caùc haøm soá muõ vaø logarit 
 

 Söû duïng caùc pheùp toaùn veà luyõ thöøa vaø logarit. Xem laïi caùc phöông phaùp tìm nguyeân haøm. 

 

VAÁN ÑEÀ 9: Moät soá tích phaân ñaëc bieät 

Daïng 1. Tích phaân cuûa haøm soá chaün, haøm soá leû 

  Neáu haøm soá  f x  lieân tuïc vaø laø haøm soá leû treân ;  a a    thì  ( ) 0
a

a

f x dx


  

  Neáu haøm soá  f x  lieân tuïc vaø laø haøm soá chaün  treân ;  a a    thì  
0

( ) 2 ( )
a a

a

f x dx f x dx


   

 Vì caùc tính chaát naøy khoâng coù trong phaàn lyù thuyeát cuûa SGK neân khi tính caùc tích phaân coù 

daïng naøy ta coù theå chöùng minh nhö sau: 

Böôùc 1: Phaân tích 
0

0

( ) ( ) ( )
a a

a a

I f x dx f x dx f x dx
 

         
0

0

( ) ; ( )
a

a

J f x dx K f x dx


 
  
 
 

   

Böôùc 2: Tính tích phaân 
0

( )
a

J f x dx


   baèng phöông phaùp ñoåi bieán. Ñaët  – .t x  

  – Neáu  f x  laø haøm soá leû thì – 0J K I J K      

  – Neáu  f x  laø haøm soá chaün thì     2J K I J K K      

 
( ).

b
x

a

P x e dx  ( ).cos
b

a

P x xdx  ( ).sin
b

a

P x xdx  ( ). n
b

a

P x l xdx  

u P(x) P(x) P(x) lnx 
dv xe dx  cos xdx  sin xdx  P(x) 
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Daïng 2. Neáu  f x  lieân tuïc vaø laø haøm chaün treân   thì:  

   
0

( )
( )

1x

f x
dx f x dx

a




 
 



 (vôùi  �+ vaø 0)a   

 Ñeå chöùng minh tính chaát naøy, ta cuõng laøm töông töï nhö treân. 

  
0

0

( ) ( ) ( )

1 1 1x x x

f x f x f x
I dx dx dx

a a a 

  
  

  
 

 

 
0

0

( ) ( )
;

1 1x x

f x f x
J dx K dx

a a

 
  
   

 




 

 Ñeå tính J  ta cuõng ñaët:  – .t x  

Daïng 3. Neáu  f x  lieân tuïc treân 0;
2

 
  


 thì  

2 2

0 0

(sin ) (cos )f x dx f x dx 

 

 

 Ñeå chöùng minh tính chaát naøy ta ñaët: 
2

t x 


 

Daïng 4. Neáu  f x  lieân tuïc vaø ( ) ( )f a b x f x    hoaëc ( ) ( )f a b x f x     

  thì ñaët: –t a b x   

 Ñaëc bieät, neáu a b     thì ñaët  –  t x  

   neáu   2       a b    thì ñaët  2 –  t x   

Daïng 5. Tính tích phaân baèng caùch söû duïng nguyeân haøm phuï 

 Ñeå xaùc ñònh nguyeân haøm cuûa haøm soá  f x  ta caàn tìm moät haøm  g x  sao cho nguyeân 

haøm cuûa caùc haøm soá    f x g x  deã xaùc ñònh hôn so vôùi  f x . Töø ñoù suy ra nguyeân haøm cuûa 

  .f x  Ta thöïc hieän caùc böôùc nhö sau: 

 Böôùc 1: Tìm haøm   .g x  

 Böôùc 2: Xaùc ñònh nguyeân haøm cuûa caùc haøm soá     ,f x g x  töùc laø: 

   1

2

( ) ( ) ( )
(*)

( ) ( ) ( )

F x G x A x C

F x G x B x C

   
   

 

 Böôùc 3: Töø heä (*), ta suy ra  1
( ) ( ) ( )

2
F x A x B x C    laø nguyeân haøm cuûa   .f x  

 

VAÁN ÑEÀ 10: Thieát laäp coâng thöùc truy hoài 

Giaû söû caàn tính tích phaân ( , )
b

n
a

I f x n dx     n  phuï thuoäc vaøo soá nguyeân döông .n  Ta thöôøng 

gaëp moät soá yeâu caàu sau: 

  Thieát laäp moät coâng thöùc truy hoài, töùc laø bieåu dieãn nI  theo caùc 1( ).n kI k n    

  Chöùng minh moät coâng thöùc truy hoài cho tröôùc. 

  Tính moät giaù trò 
0

nI  cuï theå naøo ñoù. 
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§3. ỨNG DỤNG CỦA TÍCH PHÂN  
TRONG HÌNH HỌC 

 

1. Dieän tích hình phaúng 

  Dieän tích S  cuûa hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng: 

  – Ñoà thò  C cuûa haøm soá  y f x  lieân tuïc treân ñoaïn ;  .a b    

  – Truïc hoaønh. 

  – Hai ñöôøng thaúng ,  .x a x b   

  laø:   ( )
b

a

S f x dx      1  

  Dieän tích S  cuûa hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng: 

  – Ñoà thò cuûa caùc haøm soá    ,   y f x y g x  lieân tuïc treân ñoaïn ;  .a b    

  – Hai ñöôøng thaúng ,  x a x b   laø: ( ) ( )
b

a

S f x g x dx    2  

 Chuù yù: 

  Neáu treân ñoaïn ;  ,a b   haøm soá  f x  khoâng ñoåi daáu thì:     ( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx   

  Trong caùc coâng thöùc tính dieän tích ôû treân, caàn khöû daáu giaù trò tuyeät ñoái cuûa haøm soá döôùi 

daáu tích phaân. Ta coù theå laøm nhö sau: 

  Böôùc 1: Giaûi phöông trình:   0f x   hoaëc    – 0f x g x   treân ñoaïn ;  .a b    

Giaû söû tìm ñöôïc 2 nghieäm  ,   .c d c d  

  Böôùc 2: Söû duïng coâng thöùc phaân ñoaïn: 

   ( ) ( ) ( ) ( )
b c d b

a a c d

f x dx f x dx f x dx f x dx       

    = ( ) ( ) ( )
c d b

a c d

f x dx f x dx f x dx     

    (vì treân caùc ñoaïn ;  ,  ;  ,  ;  a c c d d b            haøm soá  f x  khoâng ñoåi daáu) 

  Dieän tích S  cuûa hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng: 

 – Ñoà thò cuûa      (,  x g y x h y g   vaø h  laø hai haøm soá lieân tuïc treân ñoaïn );  c d    

 – Hai ñöôøng thaúng ,  .x c x d   

    ( ) ( )
d

c

S g y h y dy   
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2. Theå tích vaät theå 

  Goïi B  laø phaàn vaät theå giôùi haïn bôûi hai maët phaúng vuoâng goùc vôùi truïc Ox  taïi caùc ñieåm 

caùc ñieåm a  vaø .b  

  S x  laø dieän tích thieát dieän cuûa vaät theå bò caét bôûi maët phaúng vuoâng goùc vôùi truïc Ox  taïi 

ñieåm coù hoaønh ñoä ) ( .x a x b   Giaû söû  S x  lieân tuïc treân ñoaïn ;  .a b    

 Theå tích cuûa B laø:  ( )
b

a

V S x dx   

  Theå tích cuûa khoái troøn xoay: 

 Theå tích cuûa khoái troøn xoay do hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng: 

      :   ,C y f x  truïc hoaønh,  ,   x a x b a b    

 sinh ra khi quay quanh truïc :Ox  

      2( )
b

a

V f x dx   

 Chuù yù: Theå tích cuûa khoái troøn xoay sinh ra do hình phaúng giôùi haïn bôûi caùc ñöôøng sau 

quay xung quanh truïc :Oy  

      :   ,C x g y  truïc tung, ,  y c y d   

 laø:    2( )
d

c

V g y dy   
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.............................. .............................. 
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1. SỐ PHỨC & CÁC PHÉP TOÁN 
 

 

IV. SỐ PHỨC 
 

 

 

 

 

1. Số phức là một biểu thức dạng a bi , trong đó ,  a b  là các số thực và số i thỏa mãn 
2 1i   . Kí hiệu  .z a bi   

 i: đơn vị ảo,    a: phần thực,    b: phần ảo. 

    Chú ý: 

 0z a i a    được gọi là số thực ( )a    

 0z bi bi    được gọi là số ảo (hay số thuần ảo) 

 0 0 0i   vừa là số thực vừa là số ảo 

 

2. Biểu diễn hình học của số phức. 

  ;M a b  biểu diễn cho số phức z z a bi    

 

3. Hai số phức bằng nhau. Cho hai số phức z a bi   và ' ' 'z a b i   với , , ', 'a b a b   

'
'

'
a a

z z
b b
 

   
 

4. Cộng và trừ số phức. Cho hai số phức z a bi   và ' ' 'z a b i   với , , ', 'a b a b    

   ' ' 'z z a a b b i      

 

   ' ' 'z z a a b b i      

5. Nhân hai số phức. Cho hai số phức z a bi   và ' ' 'z a b i   với , , ', 'a b a b    

   . ' ' ' ' '

( ) ( )

z z aa bb ab a b i

k a bi ka kbi k

   

    
 

6. Môđun của số phức z a bi                       

 Số thưc̣ 2 2


z a b OM    gọi là môdul cuả số phưć .z a bi   

 2 2   


z a b zz OM  với  ;M a b  là điểm biểu diễn số phưć .z  

 0, , 0 0     z z C z z . 

 . ' . 'z z z z ;    

 
' '


z z

z z
;   

 ' ' '    z z z z z z . 

7. Số phức liên hợp của số phức z a bi   là ' ' 'z a b i   

 z z                       ' 'z z z z     

 z z                                     . ' . 'z z z z          

x

y

a

b

O

M

x

y

a

b

O

M
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2. PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT, BẬC HAI TRÊN TẬP SỐ PHỨC 
 

 2z z a     1 1

2 2

z z

z z

 
  

 
 

 
22 2.z z a b z                                         

8. Chia hai số phức. 

          Cho hai số phức z a bi   và ' ' 'z a b i   với , , ', 'a b a b   

Thương của z’ chia cho z (z 0) : 2 2 2 2 2

' ' 'z z z z z ac bd ad bc
i

z a b a bzz z

 
   

 
 

9. Căn bậc hai cuả số phưć.  

 w x yi  là căn bậc hai cuả số phưć  z a bi  khi và chỉ khi 2 w z    
2 2

2

  




x y a

xy b
. 

Số 0  có một căn bậc hai là số 0.w   

Số 0z  có hai căn bậc hai đối nhau là w  và – .w  

Hai căn bậc hai của số thưc̣ 0 a   là  a . 

Hai căn bậc hai của số thưc̣ 0a   là   i a . 

10. Lũy thừa đơn vị ảo i  

  0 1 2 3 21,    ,    1,    .      i i i i i i i i ,…, bằng quy nạp ta được: 

  4 4 1 4 2 4 31,    ,    1,    ,           n n n ni i i i i i n    

  Do đó:  1;1; ; ,  ni i i  n    

 

 

 

 

 

1. Căn bậc hai của số phức  

o z 0  có một căn bậc hai là 0  

o z a  là số thực dương có 2 căn bậc 2 là a  

o z a  là số thực âm có 2 căn bậc hai là .a i  

2. Phương trình bậc nhất  ax + b = 0 ( ,   a b  là số phức  cho trước, ).0a   

    Giải tương tự phương trình bậc nhất với hệ số thực 

3. Phương trình bậc hai ax2 + bx + c = 0 ( ,  ,  a b c  là số thực cho trước, ).0a   

         Tính 2b 4ac    

o 0  : Phương trình có hai nghiệm phân biệt thực  1 2, 2

b
x

a

  
  

o 0  : Phương trình có hai nghiệm phân biệt phức  1 2, 2

b i
x

a

 
  

o 0 : Phương trình có 1 nghiệm kép là 
2

b
x

a
   
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V. KHỐI ĐA DIỆN 
 

 
 

 CHUẨN BỊ KIẾN THỨC: 

I- MOÄT SOÁ COÂNG THÖÙC HÌNH HOÏC PHAÚNG THÖÔØNG SÖÛ DUÏNG: 
 

M

G
c

b

aB C

A

 
Troïng taâm G  cuûa 

tam giaùc laø giao ñieåm 

ba ñöôøng trung 

tuyeán, 

vaø AMAG
3

2
 . 

hc

hb

H

ha

c
b

aB C

A

Tröïc taâm H  cuûa 

tam giaùc ABC  laø 

giao ñieåm ba ñöôøng 

cao. 

R
O

B

A

C

 
Taâm O  ñöôøng troøn 

ngoaïi tieáp tam giaùc laø 

giao ñieåm ba ñöôøng 

trung tröïc. 

I

r

c
b

aB

A

Taâm I  cuûa ñöôøng 

troøn noäi tieáp tam giaùc 

laø giao ñieåm ba 

ñöôøng phaân giaùc 

trong. 

 

     1. Tam giaùc vuoâng ABC  vuoâng taïi :A  

 Heä thöùc löôïng: 

          


B

A

C  

  sin
AC

BC
            cos

AB

BC
   

  tan
AC

AB
            cot

AB

AC
   

 Ñònh lí Pitago: 2 2 2BC AB AC   

 Dieän tích: 
2

.
1

S AB AC  

MH
B

A

C

 
 Nghòch ñaûo ñöôøng cao bình phöông: 

222

111

ACABAH
  

 Ñoä daøi ñöôøng trung tuyeán 
1

2
AM BC  

 Coâng thöùc khaùc: 

 2 2. .     .    .AB AC AH BC BA BH BCCA CH CB    
 

     2. Caùc coâng thöùc ñaëc bieät: 

 Dieän tích tam giaùc ñeàu:   
2

S caïnh x
4

3
  Chieàu cao tam giaùc ñeàu: h caïnh  

2

3
 

 Ñoä daøi ñöôøng cheùo hình vuoâng: l caïnh   2  

     3. Heä thöùc löôïng trong tam giaùc: 

 Ñònh lí Coâsin:  2 2 2 2      a b c bccosA       
2 2 2  2     b a c accosB    
2 2 2  2c a b abcosC    

 Ñònh lí :sin  R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
  
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     4. Caùc coâng thöùc tính dieän tích tam giaùc :ABC  

 Cho tam giaùc ABC  coù ñoä daøi caùc caïnh töông öùng laø ,  ,  ;a b c  chieàu cao töông öùng vôùi 

caùc goùc ,  ,    ,  ,  ;  ,  a b cA B C laø h h h r R  laàn löôït laø baùn kính ñöôøng troøn noäi tieáp, ngoaïi tieáp ;ABC  

Goïi S laø dieän tích :ABC  

  
1 1 1

2 2 2a b cah bh hS c     
1 1 1

sin sin sin
2 2 2

bc A ac B ab CS    

  
4

abc
S

R
    S p   ( )( )( )p p a p b cS p    (vôùi 

2

a b c
p

 
 ) 

     5. Dieän tích caùc hình ñaëc bieät khaùc: 

  Hình vuoâng: S caïnh  caïnh    

  Hình thoi:  
2

 
1

S   (cheùo daøi  cheùo ngaén) 

  Hình chöõ nhaät: S daøi   roäng    

 Hình thang: 
1

2
S   (ñaùy lôùn + ñaùy beù)   chieàu cao  

  Hình troøn: 2S R    

 Hình bình haønh: S ñaùy    chieàu cao  

     6. Hai tam giaùc ñoàng daïng vaø ñònh lí Talet:  

 

N

PM
A C

B

 
  ABC MNP neáu chuùng coù hai goùc töông öùng 

baèng nhau. 

 Neáu  ABC MNP  thì 
MP

MN

AC

AB
  

 

N

B

A

C

M

 

BC

MN

AC

AN

AB

AM
  

 

II- MOÄT SOÁ HÌNH HÌNH HOÏC KHOÂNG GIAN THÖÔØNG SÖÛ DUÏNG: 

 

Hình choùp töù giaùc ñeàu 

I

C
B

A D

S

Hình choùp coù 

   mp SAB ABC

A B

S

C

H

 

Hình choùp tam giaùc ñeàu 

G

A
C

B

S
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Hình choùp .S ABC  coù caïnh 

beân vuoâng goùc maët ñaùy. 

A

B

C

S

 

Hình choùp .S ABC  coù ba caïnh 

beân taïo vôùi ñaùy moät goùc 090 . 







I

S

A

B

C

 

Laêng truï thöôøng 
C'

B'

A C

B

A'

 
Laêng truï ñöùng 

C'

B'

A C

B

A'

 
* Chuù yù: Laêng truï ñeàu laø 

hình laêng truï ñöùng coù ñaùy laø 

ña giaùc ñeàu. 

Hình hoäp thöôøng 
C'B'

D'

DA

B
C

A'

 

Hình hoäp chöõ nhaät 

D'

C'B'

DA

B
C

A'

 
* Chuù yù: Hình laäp phöông laø 

hình hoäp coù 6 maët laø hình 

vuoâng. 

 

III- MOÄT SOÁ KIEÁN THÖÙC THÖÔØNG SÖÛ DUÏNG: 

     1. Moät soá phöông phaùp chöùng minh trong hình hoïc khoâng gian: 

  Chöùng minh ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi maët phaúng: 

Phöông phaùp:  

     Ñeå chöùng minh ñöôøng thaúng   vuoâng goùc ( )mp P ta chöùng 

minh   vuoâng goùc vôùi hai ñöôøng thaúng ,  a b  caét nhau naèm 

trong .( )mp P  

b

a

P

A

 

Trình baøy baøi  

 

Ta coù: 








)(

)(

Pb

Pa
 

         P    

  

 Chöùng minh hai ñöôøng thaúng vuoâng goùc: 

Phöông phaùp:  

     Ñeå chöùng minh ñöôøng thaúng   vuoâng goùc vôùi ñöôøng thaúng 

d ta chöùng minh   vuoâng goùc vôùi ( )mp P chöùa .d  

d



P  

Trình baøy baøi  

 

Ta coù: 

 P d d       
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  Chöùng minh hai maët phaúng vuoâng goùc: 

Phöông phaùp:  

     Ñeå chöùng minh ( ) ( )mp Q mp P  ta chöùng minh ( )mp Q chöùa 

moät ñöôøng thaúng   vuoâng goùc .( )mp P  


Q

P  

Trình baøy baøi  

 

Ta coù:    
( )

( )

P

Q
Q P





 
 





 

 

     2. Hai ñònh lí veà quan heä vuoâng goùc: 
 

 Ñònh lí 1: Neáu ( )mp P  vaø ( )mp Q  cuøng vuoâng 

goùc vôùi  mp   thì giao tuyeán (neáu coù) cuûa 

chuùng vuoâng goùc   .mp   





Q
P

 

 Ñònh lí 2: Cho ( )mp P vuoâng goùc ( )mp Q . 

Moät ñöôøng thaúng d naèm trong  mp P vuoâng 

goùc vôùi giao tuyeán   cuûa  P  vaø  Q thì d  

vuoâng goùc ( ).mp Q  

Q

d

P

 

 

     3. Goùc:  
 

Goùc giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng: 

     Goùc giöõa ñöôøng thaúng   vaø  mp   laø goùc 

giöõa   vaø hình chieáu '  cuûa noù treân   .mp   





'

H

 
 Trình baøy baøi  

     Ta coù '  laø hình chieáu cuûa   treân ( )mp   

     Suy ra:     ,( ) , '       

Goùc giöõa hai maët phaúng: 

     Goùc giöõa hai maët phaúng    vaø    laø 

goùc giöõa hai ñöôøng thaúng laàn löôït naèm trong 

hai maët phaúng   ,    vaø cuøng vuoâng goùc 

vôùi giao tuyeán. 



Q

P
I



d'

d

 
 Trình baøy baøi  

     Ta coù 

( ) ( )

( )

( ) '

P Q

P d

Q d







  


 
  

 

     Suy ra:    ( ) (,  , ')P Q d d    
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     4. Khoaûng caùch: 
 

Khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng vaø maët 

phaúng song song: 

     Khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng   vaø 

 mp   song song vôùi noù laø khoaûng caùch töø 

moät ñieåm M treân   ñeán  mp  . 





H

M

 
 Trình baøy baøi  

        , ( ) ,( )d d M MH     

Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo 

nhau: 

     Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng   vaø 

' cheùo nhau laø ñoä daøi ñoaïn vuoâng goùc chung 

cuûa   vaø  '  vaø baèng vôùi khoaûng caùch giöõa   

vaø  mp   chöùa  '  vaø song song vôùi  . 

A

'



H
N

M

  
 Trình baøy baøi  

          , ' , ( ) A,( )d d d AH        

 

     5. Ñònh lí ba ñöôøng vuoâng goùc, coâng thöùc dieän tích hình chieáu: 
 

 





d'

d

H

 
Goïi 'd  laø hình chieáu cuûa d  treân   .  

Ta coù: 'd d      

S'

S





A'

C

B

A

 
'S Scos  
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§1. KHÁI NIỆM VỀ KHỐI ĐA DIỆN 

 

 

 

I - KHOÁI LAÊNG TRUÏ VAØ KHOÁI CHOÙP:  

      Khoái laêng truï (choùp) laø phaàn khoâng gian ñöôïc giôùi haïn bôûi moät hình laêng truï (choùp) keå 

caû hình laêng truï (choùp) aáy. Khoái choùp cuït laø phaàn khoâng gian ñöôïc giôùi haïn bôûi moät hình choùp 

cuït keå caû hình choùp cuït aáy. 

      Ñieåm khoâng thuoäc khoái laêng truï (khoái choùp, khoái choùp cuït) ñöôïc goïi laø ñieåm ngoaøi cuûa 

khoái laêng truï (khoái choùp, khoái choùp cuït). Ñieåm thuoäc khoái laêng truï nhöng khoâng thuoäc hình 

laêng truï öùng vôùi khoái laêng truï (khoái choùp, khoái choùp cuït) ñoù ñöôïc goïi laø ñieåm trong cuûa khoái 

laêng truï (khoái choùp, khoái choùp cuït)ï. 

 

   

A

B C

D

EF

F' E'

D'

C'B'

A'

                                      
CD

A B

S

M

N

    
II- KHAÙI NIEÄM VEÀ HÌNH ÑA DIEÄN VAØ KHOÁI ÑA DIEÄN: 

     1. Khaùi nieäm veà hình ña dieän: 

  Hình ña dieän  (goïi taét laø ña dieän) laø hình ñöôïc taïo bôûi moät soá höõu haïn caùc ña giaùc 

thoûa maõn hai tính chaát: 

      a) Hai ña giaùc phaân bieät chæ coù theå hoaëc khoâng coù ñieåm chung, hoaëc chæ coù moät ñænh 

chung, hoaëc chæ coù moät caïnh chung. 

      b) Moãi caïnh cuûa ña giaùc naøo cuõng laø caïnh chung cuûa ñuùng hai ña giaùc. 

  Moãi ña giaùc goïi laø moät maët cuûa hình ña dieän. Caùc ñænh, caïnh cuûa caùc ña giaùc aáy theo 

thöù töï ñöôïc goïi laø caùc ñænh, caïnh cuûa hình ña dieän. 

                                                           
     2. Khaùi nieäm veà khoái ña dieän: 

  Khoái ña dieän laø phaàn khoâng gian ñöôïc giôùi haïn bôûi moät hình ña dieän, keå caû hình ña 

dieän ñoù. 

  Nhöõng ñieåm khoâng thuoäc khoái ña dieän ñöôïc goïi laø ñieåm ngoaøi cuûa khoái ña dieän. 

Nhöõng ñieåm thuoäc khoái ña dieän nhöng khoâng thuoäc hình ña dieän ñoù ñöôïc goïi laø ñieåm trong cuûa 

... hình laø phaàn 

voû boïc beân 

ngoaøi. Khoái goàm 

phaàn voû beân 

ngoaøi vaø phaàn 

ruoät ñaëc beân 

... hai ñieåm M, N khoâng 

phaûi laø ñieåm trong cuûa 

khoái choùp. 

Ñænh 

 

 

 

Caïnh 

 

 

Maët 
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khoái ña dieän. Taäp hôïp caùc ñieåm trong ñöôïc goïi laø mieàn trong, taäp hôïp nhöõng ñieåm ngoaøi ñöôïc 

goïi laø mieàn ngoaøi cuûa khoái ña dieän. 

  Moãi hình ña dieän chia caùc ñieåm coøn laïi cuûa khoâng gian thaønh hai mieàn khoâng giao 

nhau laø mieàn trong vaø mieàn ngoaøi cuûa hình ña dieän, trong ñoù chæ coù mieàn ngoaøi laø chöùa hoaøn 

toaøn moät ñöôøng thaúng naøo ñaáy. 

d

Ñieåm ngoaøi

Ñieåm trong
Mieàn ngoaøi

M

N

 
III- HAI ÑA DIEÄN BAÈNG NHAU: 

     1. Pheùp dôøi hình trong khoâng gian: 

 Trong khoâng gian, quy taéc ñaët töông öùng moãi ñieåm M  vôùi ñieåm 'M  xaùc ñònh duy nhaát 

ñöôïc goïi laø moät pheùp bieán hình trong khoâng gian. 

 Pheùp bieán hình trong khoâng gian ñöôïc goïi laø pheùp dôøi hình neáu noù baûo toaøn khoaûng 

caùch giöõa hai ñieåm tuøy yù. 

 * Moät soá pheùp dôøi hình trong khoâng gian: 

      a) Pheùp tònh tieán theo vectô v


:  
 

   Laø pheùp bieán hình bieán moãi ñieåm M  thaønh 'M  sao cho 

'MM v
 

. 
 v 

M'

M  
 

      b) Pheùp ñoái xöùng qua maët phaúng  P : 
 

   Laø pheùp bieán hình bieán moãi ñieåm thuoäc  P  thaønh chính 

noù, bieán moãi ñieåm M  khoâng thuoäc  P  thaønh ñieåm 'M  sao 

cho  P  laø maët phaúng trung tröïc cuûa 'MM . 

   Neáu pheùp ñoái xöùng qua maët phaúng  P  bieán hình  H  

thaønh chính noù thì  P  ñöôïc goïi laø maët phaúng ñoái xöùng cuûa 

 H . 

P

M'

M

I

 

 

      c) Pheùp ñoái xöùng qua taâm O : 
 

   Laø pheùp bieán hình bieán ñieåm O  thaønh chính noù, bieán moãi 

ñieåm M  khaùc O  thaønh ñieåm 'M  sao cho O  laø trung ñieåm 

'MM . 

   Neáu pheùp ñoái xöùng taâm O  bieán hình  H  thaønh chính noù 

thì O  ñöôïc goïi laø taâm ñoái xöùng cuûa  H  

 

O

M'

M
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 d) Pheùp ñoái xöùng qua ñöôøng thaúng   (pheùp ñoái xöùng truïc  ): 
 

   Laø pheùp bieán hình bieán moïi ñieåm thuoäc ñöôøng thaúng   

thaønh chính noù, bieán moãi ñieåm M  khoâng thuoäc   thaønh ñieåm 

'M  sao cho   laø ñöôøng trung tröïc cuûa 'MM . 

   Neáu pheùp ñoái xöùng truïc   bieán hình  H  thaønh chính noù 

thì   ñöôïc goïi laø truïc ñoái xöùng cuûa  H  

I M'

M

 
 * Nhaän xeùt: 

       Thöïc hieän lieân tieáp caùc pheùp dôøi hình seõ ñöôïc moät pheùp dôøi hình. 

       Pheùp dôøi hình bieán ña dieän  H  thaønh ña dieän  'H , bieán ñænh, caïnh, maët cuûa 

 H  thaønh ñænh, caïnh, maët töông öùng cuûa  'H . 

    2. Hai hình baèng nhau: 

 Hai hình ñöôïc goïi laø baèng nhau neáu coù moät pheùp dôøi hình bieán hình naøy thaønh hình kia. 

 Ví duï: Thöïc hieän lieân tieáp hai pheùp dôøi hình: pheùp tònh tieán theo vectô v


 vaø pheùp ñoái 

xöùng taâm O  hình  H  bieán thaønh hình  ''H . Ta coù: hình  H  baèng hình  ''H . 

(H'')

(H')

(H)

v

D''

B''

C''

A''

B'

C'

A'

A

C

B

D

D'

O

 
 

IV- PHAÂN CHIA VAØ LAÉP GHEÙP CAÙC KHOÁI ÑA DIEÄN: 
 

     Neáu khoái ña dieän  H  laø hôïp cuûa hai 

khoái ña dieän  1H ,  2H  sao cho  1H  vaø 

 2H  khoâng coù chung ñieåm trong naøo thì 

ta noùi coù theå chia ñöôïc khoái ña dieän  H  

thaønh hai khoái ña dieän  1H  vaø  2H , hay 

coù theå laép gheùp hai khoái ña dieän  1H  vaø 

 2H  vôùi nhau ñeå ñöôïc khoái ña dieän  H . 

 

     Ví duï: Ta coù theå chia khoái hoäp chöõ 

nhaät thaønh hai khoái laêng truïc ñöùng. 

(H2)

(H1)

(H)
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§2. KHỐI ĐA DIỆN LỒI VÀ KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 

 

 

 

I- KHOÁI ÑA DIEÄN LOÀI: 

     Khoái ña dieän  H  ñöôïc goïi laø khoái ña dieän loài neáu ñoaïn thaúng noái hai ñieåm baát kì cuûa 

 H  luoân thuoäc  H . Khi ñoù ña dieän xaùc ñònh  H  ñöôïc goïi laø ña dieän loài. 

     * Chuù yù: Moät khoái ña dieän laø khoái ña dieän loài khi vaø chæ khi mieàn trong cuûa noù luoân naèm 

veà moät phía ñoái vôùi moãi maët phaúng chöùa moät maët cuûa noù. 



 
II- KHOÁI ÑA DIEÄN ÑEÀU: 

     Ñònh nghóa: Khoái ña dieän ñeàu laø khoái ña dieän loài coù tính chaát sau ñaây: 

 a) Moãi maët cuûa noù laø moät ña giaùc ñeàu p  caïnh. 

 b) Moãi ñænh cuûa noù laø ñænh chung cuûa ñuùng q  maët. 

 Khoái ña dieän ñeàu nhö vaäy ñöôïc goïi laø khoái ña dieän ñeàu loaïi  ;  .p q  

     Ñònh lí: Chæ coù naêm loaïi khoái ña dieän ñeàu. Ñoù laø: 

Loaïi Teân goïi Soá 

ñænh 

Soá 

caïnh 

Soá 

maët 

{3; 3} 

{4; 3} 

{3; 4} 

{5; 3} 

{3; 5} 

Töù dieän ñeàu 

Laäp phöông 

Baùt dieän ñeàu 

Möôøi hai maët ñeàu 

Hai möôi maët ñeàu 

4 

8 

6 

20 

12 

6 

12 

12 

30 

30 

4 

6 

8 

12 

20 
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§3. KHÁI NIỆM VỀ THỂ TÍCH CỦA KHỐI ĐA DIỆN 

a

b

c

a

a

a

 

 

 

 

 

I- KHAÙI NIEÄM VEÀ THEÅ TÍCH KHOÁI ÑA DIEÄN: 

     Coù theå ñaët töông öùng cho moãi khoái ña dieän  H  moät soá döông duy nhaát ( )HV  thoûa maõn 

tính chaát sau: 

 a) Neáu  H  laø khoái laäp phöông coù caïnh baèng 1  thì ( )  1.HV   

 b) Neáu hai khoái ña dieän  1H  vaø  2H  baèng nhau thì )()( 21 HH VV  . 

 c) Neáu khoái ña dieän  H  ñöôïc phaân chia thaønh hai khoái ña dieän  1H  vaø  2H  thì 

)()()( 21 HHH VVV  . 

     Soá döông ( )HV  noùi treân ñöôïc goïi laø theå tích khoái ña dieän  H  hay theå tích cuûa hình ña 

dieän giôùi haïn khoái ña dieän  H . 

     Khoái laäp phöông coù caïnh baèng 1 ñöôïc goïi laø khoái laäp phöông ñôn vò. 

 

II- THEÅ TÍCH KHOÁI LAÊNG TRUÏ VA KHOÁI HOÄP CHÖÕ NHAÄTØ: 

     

THỂ TÍCH KHỐI LĂNG TRỤ: 

               .V B h  

    với :B  diện tích đáy 

           :h  chiều cao   

VABC.A'B'C' = SABC x h

SABC

h
C'

B'

A

C

B

A'

     VABCD.A'B'C'D' = SABCD x h

SABCD
H

h

C'

B'

D'

CD

A
B

A'

   
Thể tích khối hộp chữ nhật: 

                . .V a b c  

với , ,a b c  là ba kích thước 

Thể tích khối lập phương: 

              3V a  

với a  là độ dài cạnh 

    

 

  

 

III- THEÅ TÍCH KHOÁI CHOÙP: 

 

 

                   
1

3
V Bh  

    với  :B diện tích đáy 

          :h chiều cao   

 

VS.ABCD = 
1

3
SABCD x h

SABCD

h

A

D C

S

B
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III- THEÅ TÍCH KHOÁI CHOÙP CỤT: 

           ' '
3

h
V B B BB     

với 




,  B' :   hai 
:  chieàu cao

B dieän tích ñaùy
h

 

        

BA

C

A' B'

C'

 
 

V- COÂNG THÖÙC TÆ SOÁ THEÅ TÍCH ÑOÁI VÔÙI HÌNH CHOÙP TAM GIAÙC: 
 

     Cho hình choùp . .S ABC  Treân caùc ñoaïn thaúng 

,  ,  SA SB SC  laàn löôït laáy ba ñieåm ',  ',  'A B C  khaùc  .vôùi S  

Ta coù tæ soá theå tích: 

 

S.A'B'C'

S.ABC

V ' ' '
. .

V

SA SB SC

SA SB SC
  

     * Ñaëc bieät: Neáu 'A A  ta coù: S.A'B'C'

S.ABC

V ' '
.

V

SB SC

SB SC
  

A C

B

S

A' B'

C'

 

  

Chú ý: 

1/   Đường chéo của hình vuông cạnh a  là  2, d a  

Đường chéo của hình lập phương  cạnh a  là 3, d a  

Đường chéo của hình hộp chữ nhật có 3  kích thước ,  ,  a b c  là 2 2 2a bd c  , 

2/  Đường cao của tam giác đều cạnh a  là  
3

2
h
a

 

3/  Hình chóp đều là hình chóp có đáy là đa giác đều và các cạnh bên đều bằng   

     nhau ( hoặc có đáy là đa giác đều, hình chiếu của đỉnh trùng với tâm của đáy). 

4/  Lăng trụ đều là lăng trụ đứng có đáy là đa giác đều. 
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.............................. .............................. .............................. 

.............................. .............................. .............................. 

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.fa
ce

book.c
om

/g
ro

ups/T
aiL

ieu
OnThiD

aiH
oc0

1

https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01


Phần 6. Mặt nón, mặt trụ, mặt cầu 

 
45 

www.facebook.com/VanLuc168                          www.TOANTUYENSINH.com 

 

VanLucNN 

 

VI. MẶT NÓN, MẶT TRỤ, MẶT CẦU 
 

 

 CHUẨN BỊ KIẾN THỨC: 

      

1. Ñöôøng troøn: 

      Taát caû caùc ñieåm A  nhìn ñoaïn thaúng BC  

döôùi moät goùc vuoâng ñeàu naèm treân ñöôøng troøn 

ñöôøng kính BC . 

 

      Ñöôøng troøn  C  baùn kính r  coù:  

           Chu vi: 2 . C r                 

           Dieän tích: 2S  2 . r  

O
B C

A

 

 

2. Dieän tích xung quanh vaø 

theå tích cuûa hình truï: 

h

r

r

 
Hình truï coù baùn kính ñöôøng 

troøn ñaùy r  vaø chieàu cao h coù 

dieän tích vaø theå tích ñöôïc tính 

theo coâng thöùc: 

2xqS rh  

2V r h  

3. Dieän tích xung quanh vaø 

theå tích hình noùn: 

l
h

r

 
Hình noùn coù baùn kính ñöôøng 

troøn ñaùy r , ñoä daøi ñöôøng sinh 

l  vaø chieàu cao h  coù dieän tích 

vaø theå tích ñöôïc tính theo 

coâng thöùc: 

xqS rl   21

3
V r h  

4. Dieän tích maët caàu vaø 

theå tích hình caàu: 

 

r

M

O

 
Maët caàu baùn kính r  coù 

dieän tích vaø theå tích hình caàu 

töông öùng ñöôïc tính theo 

coâng thöùc: 
2  4S r   

34

3
V r  

 

  5. Dieän tích toaøn phaàn: 

 Dieän tích toaøn phaàn cuûa moät hình ña dieän laø toång dieän tích cuûa taát caû caùc maët ña dieän ñoù. 

 Dieän tích toaøn phaàn cuûa hình truï laø toång dieän tích xung quanh vaø dieän tích hai ñaùy. 

 Dieän tích toaøn phaàn cuûa hình noùn laø toång dieän tích xung quanh vaø dieän tích maët ñaùy. 
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§1. KHÁI NIỆM VỀ MẶT TRÒN XOAY 

 

 

 

 

 
 

I- SÖÏ TAÏO THAØNH MAËT TROØN XOAY:      

     Trong khoâng gian cho mp  P  chöùa 

ñöôøng thaúng   vaø ñöôøng cong l . Khi quay 

mp  P  quanh   moät goùc 0360  thì moãi ñieåm 

M treân l  vaïch ra moät ñöôøng troøn coù taâm 

thuoäc   vaø naèm treân maët phaúng vuoâng goùc 

vôùi  . Nhö vaäy khi quay maët phaúng  P  

quanh ñöôøng thaúng   thì ñöôøng l  seõ taïo neân 

moät hình ñöôïc goïi laø maët troøn xoay. 

      Ñöôøng l  ñöôïc goïi laø ñöôøng sinh cuûa 

maët troøn xoay. 

      Ñöôøng thaúng   ñöôïc goïi laø truïc cuûa 

maët troøn xoay. 
 

 

II- MAËT NOÙN TROØN XOAY: 

1. Ñònh nghóa: 

    Trong maët phaúng  P cho hai ñöôøng thaúng 

d  vaø   caét nhau vaø taïo thaønh moät goùc   vôùi 
0 00 90 .   Khi quay maët phaúng  P  xung 

quanh  thì ñöôøng thaúng d  sinh ra moät maët 

troøn xoay ñöôïc goïi laø maët noùn troøn xoay ñænh 

O , goïi taét laø maët noùn. 

  Ñöôøng thaúng   goïi laø truïc. 

  Ñöôøng thaúng d  goïi laø ñöôøng sinh. 

 Goùc 2  goïi laø goùc ôû ñænh cuûa maët noùn. 

O



d

 
 

     2. Hình noùn troøn xoay vaø khoái noùn troøn xoay: 

 a) Cho tam giaùc OIM  vuoâng taïi .I  Khi quay tam giaùc ñoù xung quanh caïnh goùc vuoâng 

OI  thì ñöôøng gaáp khuùc OMI  taïo thaønh moät hình ñöôïc goïi laø hình noùn troøn xoay, goïi taét laø hình 

noùn. 

 Hình troøn taâm I  sinh bôûi caùc ñieåm thuoäc caïnh IM  khi IM  quay quanh truïc OI  ñöôïc goïi laø 

maët ñaùy cuûa hình noùn. 

 Ñieåm O  goïi laø ñænh cuûa hình noùn. 

 Ñoä daøi ñoaïn OI  goïi laø chieàu cao cuûa hình noùn (OI  bằng khoaûng caùch töø O  ñeán maët ñaùy). 

 Ñoä daøi ñoaïn OM  goïi laø ñoä daøi ñöôøng sinh cuûa hình noùn. 

 Phaàn maët troøn xoay ñöôïc sinh ra bôûi caùc ñieåm treân caïnh OM  khi quay quanh truïc OI  goïi laø 

maët xung quanh cuûa hình noùn ñoù. 
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h

l



r

r
A

B

C

D

l



r

r

     b) Khoái noùn troøn xoay hay khoái noùn laø phaàn khoâng gian 

ñöôïc giôùi haïn bôûi moät hình noùn troøn xoay keå caû hình noùn ñoù. 

Nhöõng ñieåm khoâng thuoäc khoái noùn goïi laø nhöõng ñieåm ngoaøi 

cuûa khoái noùn. Nhöõng ñieåm thuoäc khoái noùn nhöng khoâng thuoäc 

hình noùn töông öùng goïi laø nhöõng ñieåm trong cuûa khoái noùn. 

Ñænh, maët ñaùy, ñöôøng sinh cuûa moät hình noùn cuõng laø ñænh, maët 

ñaùy, ñöôøng sinh cuûa khoái noùn töông öùng. 

     c) Dieän tích xung quanh cuûa hình noùn vaø theå tích khoái noùn:  

Goïi ,  ,  ñ xqS S V  laàn löôït laø dieän tích hình troøn ñaùy, dieän tích 

xung quanh vaø theå tích cuûa hình noùn coù: 

          Chieàu cao: h  

          Baùn kính hình troøn ñaùy: r  

          Ñoä daøi ñöôøng sinh: l  

h

l

r

O

M

I

 

III- MAËT TRUÏ TROØN XOAY: 

  1. Ñònh nghóa: 

      Trong maët phaúng  P  cho hai ñöôøng thaúng   vaø l  song song vôùi 

nhau, caùch nhau moät khoaûng baèng r . Khi quay maët phaúng  P  xung quanh 

  thì ñöôøng thaúng l  sinh ra moät maët troøn xoay ñöôïc goïi laø maët truï troøn 

xoay, goïi taét laø maët truï. 

      Ñöôøng thaúng   goïi laø truïc. 

      Ñöôøng thaúng l  laø ñöôøng sinh. 

      r  laø baùn kính cuûa maët truï ñoù. 

     2. Hình truï troøn xoay vaø khoái truï troøn xoay: 

 a) Ta xeùt hình chöõ nhaät ABCD . Khi quay hình chöõ nhaät ABCD  xung quanh ñöôøng 

thaúng chöùa moät caïnh naøo ñoù, chaúng haïn caïnh AB thì ñöôøng gaáp khuùc ADCB  seõ taïo thaønh moät 

hình goïi laø hình truï troøn xoay, hay goïi taét laø hình truï. 

       Khi quay quanh ,AB  hai caïnh AD  vaø BC  seõ vaïch ra hai hình troøn baèng 

nhau goïi laø hai ñaùy cuûa hình truï, baùn kính cuûa chuùng goïi laø baùn kính cuûa hình truï. 

       Ñoä daøi ñoaïn CD  goïi laø ñoä daøi ñöôøng sinh cuûa hình truï. 

        Phaàn maët troøn xoay ñöôïc sinh ra bôûi caùc ñieåm treân caïnh CD  khi 

quay xung quanh AB  goïi laø maët xung quanh cuûa hình truï. 

       Khoaûng caùch AB  giöõa hai maët phaúng song song chöùa hai ñaùy laø 

chieàu cao cuûa hình truï. 

  b) Khoái truï troøn xoay hay khoái truï laø phaàn khoâng gian ñöôïc giôùi haïn bôûi moät 

hình truï troøn xoay keå caû hình truï troøn xoay ñoù. Nhöõng ñieåm khoâng thuoäc khoái 

truï goïi laø nhöõng ñieåm ngoaøi cuûa khoái truï. Nhöõng ñieåm thuoäc khoái truï nhöng 

khoâng thuoäc hình truï töông öùng goïi laø nhöõng ñieåm trong cuûa khoái truï. Maët ñaùy, 

chieàu cao, ñöôøng sinh, baùn kính cuûa moät hình truï cuõng laø maët ñaùy, chieàu cao, 

ñöôøng sinh, baùn kính cuûa khoái truï töông öùng. 

    c) Dieän tích xung quanh cuûa hình truï vaø theå tích cuûa khoái truï: 

Goïi ,  ,  ñ xqS S V  laàn löôït laø dieän tích hình troøn ñaùy, dieän tích 

xung quanh vaø theå tích cuûa hình truï coù: 

    Chieàu cao: ;h       Baùn kính: r       Ñoä daøi ñöôøng sinh: l  

Sxq = rl 

V = 
3

1
Sñ x h = hr 2

3

1
  

2

 2

  .

xq

ñ

S rl

V S h r h







 
 

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.fa
ce

book.c
om

/g
ro

ups/T
aiL

ieu
OnThiD

aiH
oc0

1

https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01


Phần 6. Mặt nón, mặt trụ, mặt cầu 

 
48 

www.facebook.com/VanLuc168                          www.TOANTUYENSINH.com 

 

VanLucNN 

 

§2. MẶT CẦU 

 

 

 

I- MAËT CAÀU VAØ CAÙC KHAÙI NIEÄM LIEÂN QUAN ÑEÁN MAËT CAÀU: 

     1. Maët caàu: 
 

Taäp hôïp nhöõng ñieåm M  trong khoâng gian caùch 

ñieåm O  coá ñònh moät khoaûng khoâng ñoåi baèng r  

 0r   ñöôïc goïi laø maët caàu taâm O  baùn kính r . 

  Maët caàu taâm O , baùn kính r  ñöôïc kí hieäu: 

 ;  S O r  hay vieát taét laø   .S  

 

  Ta coù: 

  

r

M

O

 
Hình bieåu dieãn cuûa maët caàu 

      Neáu hai ñieåm CD  naèm treân maët caàu 

 ;S O r  thì ñoaïn thaúng CD  ñöôïc goïi laø daây cung 

cuûa maët caàu ñoù. 

 

      Daây cung AB  ñi qua taâm O  ñöôïc goïi laø moät 

ñöôøng kính cuûa maët caàu. Khi ñoù ñoä daøi ñöôøng kính 

baèng 2 .r  

 

 

ñöôøng kính

daây cung

B

A

D
C

r
O

 

 

     2. Ñieåm naèm trong vaø naèm ngoaøi maët caàu: 

Cho maët caàu  ;S O r  vaø moät ñieåm A  baát kì trong khoâng 

gian. 

 Neáu OA r  thì ta noùi ñieåm A  naèm treân maët caàu  ;S O r  

 Neáu OA r  thì ta noùi ñieåm A  naèm trong maët caàu 

 ;S O r  

 Neáu OA r  thì ta noùi ñieåm A  naèm ngoaøi maët caàu 

 ;S O r  

    Taäp hôïp caùc ñieåm thuoäc maët caàu  ;S O r  cuøng vôùi caùc 

ñieåm naèm trong maët caàu ñoù ñöôïc goïi laø khoái caàu hoaëc hình 

caàu taâm O  baùn kính .r  

ñieåm naèm ngoaøi

ñieåm naèm treân

ñieåm naèm trong

B

A

C

O

 

    

  { };S O r M OM r   
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 3. Ñöôøng kinh tuyeán vaø vó tuyeán cuûa maët caàu: 

     Ta coù theå xem maët caàu laø moät maët troøn xoay 

taïo neân bôûi nöûa ñöôøng troøn quay quanh truïc chöùa 

ñöôøng kính cuûa nöûa ñöôøng troøn ñoù. 

      Giao tuyeán cuûa maët caàu vôùi nöûa maët phaúng 

coù bôø laø truïc cuûa maët caàu ñöôïc goïi laø kinh tuyeán. 

      Giao tuyeán (neáu coù) cuûa maët caàu vôùi caùc 

maët phaúng vuoâng goùc vôùi truïc ñöôïc goïi laø vó 

tuyeán cuûa maët caàu. 

      Hai giao ñieåm cuûa maët caàu vôùi truïc ñöôïc 

goïi laø hai cöïc cuûa maët caàu 

kinh tuyeán

vó tuyeán

B

A

O

 
 

II – GIAO CUÛA MAËT CAÀU VAØ MAËT PHAÚNG: 

     Cho maët caàu  S  taâm ,O  baùn kính r  vaø maët phaúng   .P  Ta coù: 

Maët caàu  S  vaø mp  P  khoâng coù ñieåm 

chung 

P

H

r

O

 

      ;  ,  P S O r d O P r    

Maët caàu  S  vaø mp  P  coù 1 ñieåm chung 

(maët phaúng  P  tieáp xuùc vôùi maët caàu  S ) 

P

H

r

O

 

        ;  ,  P S O r H d O P r    

Khi ñoù:  P  goïi laø tieáp dieän cuûa maët caàu 

  ,  S H  goïi tieáp ñieåm 

Maët phaúng  P  caét maët caàu  S  theo giao 

tuyeán laø ñöôøng troøn  C  taâm H , baùn kính 

'r  

r'M

P

H

r

O

 

        ;  , ' ,  P S O r C H r d O P r  

 

 Taâm H  laø hình chieáu cuûa O  treân  mp P  

 Baùn kính 2 2' [ ( ,( ))]r r d O P   

Maët phaúng  P  ñi qua taâm O  cuûa maët caàu 

C(O; r)

ñöôøng troøn lôùn

r

P

O

 
Khi ñoù giao tuyeán cuûa  mp P  vaø  ;  S O r  

laø ñöôøng troøn  ;  C O r  goïi laø ñöôøng troøn 

lôùn. 

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01

www.fa
ce

book.c
om

/g
ro

ups/T
aiL

ieu
OnThiD

aiH
oc0

1

https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01
https://www.facebook.com/groups/TaiLieuOnThiDaiHoc01


Phần 6. Mặt nón, mặt trụ, mặt cầu 

 
50 

www.facebook.com/VanLuc168                          www.TOANTUYENSINH.com 

 

VanLucNN 

III – GIAO CUÛA MAËT CAÀU VÔÙI ÑÖÔØNG THAÚNG, TIEÁP TUYEÁN CUÛA MAËT CAÀU: 

     Cho maët caàu  S  taâm O , baùn kính r  vaø ñöôøng thaúng  . Ta coù:  

Ñöôøng thaúng   khoâng caét maët caàu  S  

 



H

r

P

O

 

   ;  ,S O r d O r      

Ñöôøng thaúng   caét maët caàu  S  taïi 2 

ñieåm 

M
N

H

P

O

 

     ;  , ,S O r M N d O r      

Ñöôøng thaúng    tieáp xuùc maët caàu  S  taïi H  

 H

r

P

O

 
Khi ñoù:   goïi laø tieáp tuyeán cuûa maët caàu   ,  S H  goïi laø tieáp ñieåm. 

 

     * Nhaän xeùt: 

A

O

 
   Qua moät ñieåm A  naèm treân maët caàu 

 ;  S O r  coù voâ soá tieáp tuyeán cuûa maët caàu. 

Taát caû caùc tieáp tuyeán naøy ñeàu vuoâng goùc vôùi 

baùn kính OA  cuûa maët caàu taïi A  vaø ñeàu naèm 

treân tieáp dieän cuûa maët caàu taïi .A  

O

A

 
   Qua moät ñieåm A  naèm ngoaøi maët caàu 

 ;  S O r  coù voâ soá tieáp tuyeán vôùi maët caàu. 

Caùc tieáp tuyeán naøy taïo thaønh maët noùn ñænh 

A . Khi ñoù ñoä daøi caùc ñoaïn thaúng keû töø A  

ñeán caùc tieáp ñieåm ñeàu baèng nhau. 
 

     * Maët caàu noäi tieáp, ngoaïi tieáp hình ña dieän: 

     Maët caàu noäi tieáp hình ña dieän neáu maët 

caàu ñoù tieáp xuùc vôùi taát caû caùc maët cuûa hình 

ña dieän. Coøn noùi hình ña dieän ngoaïi tieáp maët 

caàu. 
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Maët caàu ngoaïi tieáp hình ña dieän neáu taát caû 

caùc ñænh cuûa hình ña dieän ñeàu naèm treân maët 

caàu. Coøn noùi hình ña dieän noäi tieáp maët caàu. 

S

D C

BA

O

 
Maët caàu taâm O  baùn kính r  ngoaïi tieáp 

hình choùp .S ABCD  khi vaø chæ khi 

OA OB OC OD OS r      
   

IV- COÂNG THÖÙC TÍNH DIEÄN TÍCH MAËT CAÀU VAØ THEÅ TÍCH KHOÁI CAÀU: 

     Cho maët caàu  S  coù baùn kính ,r  ta coù: 

  Dieän tích maët caàu: 24S r  

  Theå tích khoái caàu: 34

3
V r  

     * Chuù yù: 

 Dieän tích S  cuûa maët caàu baùn kính r  baèng boán laàn dieän tích hình troøn lôùn cuûa maët caàu ñoù. 

 Theå tích V  cuûa khoái caàu baùn kính r  baèng theå tích khoái choùp coù dieän tích ñaùy baèng dieän tích 

maët caàu vaø coù chieàu cao baèng baùn kính cuûa khoái caàu ñoù. 
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1. KIẾN THỨC TỌA ĐỘ ĐIỂM – TỌA ĐỘ VÉCTƠ 
 

 

VII. TỌA ĐỘ KHÔNG GIAN OXYZ 
 

 

 

 

 

 

1. Hệ trục tọa độ trong không gian 
 Trong không gian, xét ba trục tọa độ , ,Ox Oy Oz  vuông góc với nhau từng đôi một và 

chung một điểm gốc O . Gọi , ,i j k
  

 là các vectơ đơn vị, tương ứng trên các trục 

, ,Ox Oy Oz . Hệ ba trục như vậy gọi là hệ trục tọa độ vuông góc trong không gian.  

 Chú ý:   
2 2 2

1i j k  
  

 và   . . . 0i j i k k j  
     

. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Quy ước : Không gian mà trong  đó có chọn hệ trục toạ độ Đề-Các vuông góc Oxyz  

được gọi là không gian Oxyz  và ký hiệu là :   .kg Oxyz  

2. Tọa độ của vectơ 

 a) Định nghĩa:  ; ;u x y z u xi y j zk    
    

 

 b) Tính chất: Cho 1 2 3 1 2 3( ; ; ), ( ; ; ),a a a a b b b b k R  
 

 

   1 1 2 2 3 3( ; ; )a b a b a b a b    


 

   1 2 3( ; ; )ka ka ka ka


 

   
1 1

2 2

3 3

a b

a b a b

a b




  
 

 
 

   0 (0;0;0), (1;0;0), (0;1;0), (0;0;1)i j k   
  

 

   a


 cùng phương ( 0)b b 
  

  ( )a kb k R 
 

 

      
1 1

31 2
2 2 1 2 3

1 2 3

3 3

, ( , , 0)

a kb
aa a

a kb b b b
b b b

a kb




     
 

 

   1 1 2 2 3 3. . . .a b a b a b a b  


   1 1 2 2 3 3 0a b a b a b a b    
 

 

   2 2 2 2
1 2 3a a a a  


    2 2 2

1 2 2a a a a  


 

   1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

.
cos( , )

. .

a b a b a ba b
a b

a b a a a b b b

 
 

   


   (với , 0a b 

 
) 

O 

z

'x

y

x

'y
k


i
 j



'z
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3. Tọa độ của điểm 

 a) Định nghĩa: ( ; ; ) . . .M x y z OM x i y j z k   
   

  ( :x  hoành độ,  :y  tung độ, :z  cao độ )  

 Chú ý:       0; 0; 0M Oxy z M Oyz x M Oxz y          

    0; 0; 0M Ox y z M Oy x z M Oz x y            . 

 b) Tính chất: Cho ( ; ; ), ( ; ; )A A A B B BA x y z B x y z  

   ( ; ; )B A B A B AAB x x y y z z   


  

 2 2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB x x y y z z       

   Toạ độ trung điểm M  của đoạn thẳng :AB ; ;
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z
M

   
 
 

 

   Toạ độ trọng tâm G  của tam giác : ABC  

    ; ;
3 3 3

A B C A B C A B Cx x x y y y z z z
G

      
 
 

 

   Toạ độ trọng tâm G  của tứ diện :ABCD  

    ; ;
4 4 4

A B C D A B C D A B C Cx x x x y y y y z z z z
G

         
 
 

 

III. Sự cùng phương của hai véc tơ: 

      Nhắc lại  

 Hai véc tơ cùng phương là hai véc tơ nằm trên cùng một đường thẳng hoặc 

nằm trên hai đường thẳng song song . 

 Định lý về sự cùng phương của hai véc tơ:  

   Định lý 3 :                               Cho hai véc tơ   vaø    vôùi 0a b b 
   

  

                                                 
   

 cuøng phöông      !k  sao cho .a b a k b   

                         Nếu 0a 
 

 thì số k  trong trường hợp này được xác định như sau: 

         0k  khi a


 cùng hướng b


 

         0k  khi a


 ngược hướng b


 

                                              
a

k
b





  

  Định lý 4 :    , ,  thaúng haøng     cuøng phöông A B C AB AC
 

     

  Định lý 5:  Cho hai véc tơ 1 2 3 1 2 3( ; ; )  vaø ( ; ; )a a a a b b b b 
 

 ta có :  

                          

1 1

2 2 1 2 3 1 2 3

3 3

a

 cuøng phöông        a : : : :

kb

a b a kb a a b b b

a kb




   
 

 
   

IV. Tích vô hướng của hai véc tơ: 

             Nhắc lại: 

. . .cos( , )a b a b a b
     

 

22
a a
 

 

    . 0a b a b  
   

 
 

      Định lý 6:  Cho hai véc tơ 1 2 2 1 2 3( ; ; )  vaø ( ; ; )a a a a b b b b 
 

 ta có : 

                                            1 1 2 2 3 3.a b a b a b a b  
 
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     Định lý 7: Cho hai véc tơ 1 2 3( ; ; )  a a a a


ta có : 

                                             2 2 2
1 2 3a a a a  


                 

       

   Định lý 8:  Nếu B( ; ; )  vaø B(x ; ; )A A A B BA x y z y z   thì  

                                            2 2 2( ) ( ) ( )B A B A B AAB x x y y z z           

   Định lý 9:  Cho hai véc tơ 1 2 3 1 2 3( ; ; )  vaø ( ; ; )a a a a b b b b 
 

 ta có : 

                                            1 1 2 2 3 3    a 0a b b a b a b    
 

         
 

  Định lý 10: Cho hai véc tơ 1 2 3 1 2 3( ; ; )  vaø ( ; ; )a a a a b b b b 
 

 ta có : 

                                           
 

 
   

 
 

  1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

.
cos( , )

. .

a b a b a ba b
a b

a b a a a b b b
     

 

V. Điểm chia đoạn thẳng theo tỷ số k: 

     Định nghĩa : Điểm M  được gọi là chia đoạn AB  theo tỷ số k   1k  nếu như : 

                                                                           .MA k MB
 

 

                                                     
            

 

Định lý 11 : Nếu B( ; ; ) , B(x ; ; )A A A B BA x y z y z  và .MA k MB
 

  1k   thì  

                                                        

.

1

.

1

.

1

A B
M

A B
M

A B
M

x k x
x

k

y k y
y

k

z k z
z

k


 








 

 

        Đặc biệt :     M  là trung điểm của AB       

2

2

2

A B
M

A B
M

A B
M

x x
x

y y
y

z z
z















 

Định lý 12: Cho tam giác ABC  biết B C( ; ; ) , B(x ; ; ),  C(x ; ; )A A A B B C CA x y z y z y z  

                           G  là trọng tâm tam giác ABC     

3

3

3

 



 




 




A B C
G

A B C
G

A B C
G

x x x
x

y y y
y

z z z
z

            

 VI. Tích có hướng của hai véc tơ: 

1. Định nghĩa: Tích có hướng của hai véc tơ 1 2 3 1 2 3( ; ; )  vaø ( ; ; )a a a a b b b b 
 

 là một véc tơ 

được ký hiệu : ;a b 
 

 
 có tọa độ là : 

  A   B M 
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2 3 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

; ; ;
a a a a a a

a b
b b b b b b

 
     

 

 
              

 

2. Tính chất: 

 ;  vaø ;a b a a b b       

     
 

 

 
1

. ;
2

ABCS AB AC
   

 
 

 

 ;ABCDS AB AD   �

 
 

 

 ' ' ' '
'

.
; .

ABCD A B C D
V AB AD AA   

 
 

 

 
1

. ; .
6

ABCDV AB AC AD   

  
 

 

  cuøng phöông      ; 0a b a b   

    
 

 

 , ,  ñoàng phaúng   , . 0a b c a b c   

     
 

 ,  ,  ,  A B C D  đồng phẳng AB,AC,AD
  

 đồng phẳng AB,AC .AD 0   

  
 

 

VAÁN ÑEÀ 1: Caùc pheùp toaùn veà toaï ñoä cuûa vectô vaø cuûa ñieåm 

 – Söû duïng caùc coâng thöùc veà toaï ñoä cuûa vectô vaø cuûa ñieåm trong khoâng gian. 

 – Söû duïng caùc pheùp toaùn veà vectô trong khoâng gian. 

 

VAÁN ÑEÀ 2: Xaùc ñònh ñieåm trong khoâng gian. Chöùng minh tính chaát hình hoïc. 

                  Dieän tích – Theå tích. 

 – Söû duïng caùc coâng thöùc veà toaï ñoä cuûa vectô vaø cuûa ñieåm trong khoâng gian. 

 – Söû duïng caùc pheùp toaùn veà vectô trong khoâng gian. 

 – Coâng thöùc xaùc ñònh toaï ñoä cuûa caùc ñieåm ñaëc bieät.  

 – Tính chaát hình hoïc cuûa caùc ñieåm ñaëc bieät: 

  ,  ,  A B C  thaúng haøng  ,AB AC
 

 cuøng phöông   AB k AC
 

 0AB AC,   
  

 

  ABCD  laø hình bình haønh  AB DC
 

  

   Cho ABC  coù caùc chaân ,  E F  cuûa caùc ñöôøng phaân giaùc trong vaø ngoaøi cuûa goùc A  

cuûa ABC  treân BC . Ta coù:  
AB

EB EC
AC

. 
 

, 
AB

FB FC
AC

.
 

 

 ,  ,  ,  A B C D  khoâng ñoàng phaúng  , ,AB AC AD
  

 khoâng ñoàng phaúng  0   , .AB AC AD
  

 

 

A

B C

A
B

CD

A

B

C

D A

B

C

D

'A
'B

'C
'D
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VAÁN ÑEÀ 3: Phöông trình maët caàu 

 Ñeå vieát phöông trình maët caàu   ,S ta caàn xaùc ñònh taâm I  vaø baùn kính R  cuûa maët caàu. 

Daïng 1:  S  coù taâm  ;  ;  I a b c  vaø baùn kính :R  

    (S): 2 2 2 2x a y b z c R( ) ( ) ( )       

Daïng 2:  S  coù taâm  ;  ;  I a b c  vaø ñi qua ñieåm :A  

  Khi ñoù baùn kính  .R IA  

Daïng 3:  S  nhaän ñoaïn thaúng AB  cho tröôùc laøm ñöôøng kính: 

  –Taâm I  laø trung ñieåm cuûa ñoaïn thaúng :AB  

    
2 2 2

A B A B A B
I I I

x x y y z z
x y z; ;

  
   . 

  – Baùn kính 
2

 R IA
AB

. 

Daïng 4:  S  ñi qua boán ñieåm ,  ,  ,  A B C D  (maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän ABCD ): 

 – Giaû söû phöông trình maët caàu  S  coù daïng: 

    2 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d         * .  

 – Thay laàn löôït toaï ñoä cuûa caùc ñieåm ,  ,  ,  A B C D  vaøo   * ,  ta ñöôïc 4 phöông trình. 

 – Giaûi heä phöông trình ñoù, ta tìm ñöôïc ,  ,  ,  a b c d   Phöông trình maët caàu  S . 

Daïng 5:  S  ñi qua ba ñieåm ,  ,  A B C  vaø coù taâm I  naèm treân maët phaúng  P cho tröôùc: 

  Giaûi töông töï nhö daïng 4. 

Daïng 6:  S  coù taâm I  vaø tieáp xuùc vôùi maët caàu  T  cho tröôùc: 

– Xaùc ñònh taâm J  vaø baùn kính 'R  cuûa maët caàu   .T  

– Söû duïng ñieàu kieän tieáp xuùc cuûa hai maët caàu ñeå tính baùn kính R  cuûa maët caàu   .S  

   (Xeùt hai tröôøng hôïp tieáp xuùc trong vaø tieáp xuùc ngoaøi) 

 

 Chuù yù: Vôùi phöông trình maët caàu   :S  

   2 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d        vôùi 2 2 2 0a b c d     

  thì  S  coù taâm    ; ;I a b c  vaø baùn kính 2 2 2  bR a c d . 

 

VAÁN ÑEÀ 4: Vò trí töông ñoái giöõa hai maët caàu maët caàu 

  Cho hai maët caàu  1 1 1,  S I R  vaø  2 2 2,  .S I R  

 1 2 1 2I I R R           1 2,  S S trong nhau  

 1 2 1 2I I R R          1 2,  S S ngoaøi nhau 

 1 2 1 2I I R R         1 2,  S S  tieáp xuùc trong   

 1 2 1 2I I R R         1 2,  S S tieáp xuùc ngoaøi 

 1 2 1 2 1 2R R I I R R          1 2,  S S caét  nhau theo moät ñöôøng troøn. 
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VAÁN ÑEÀ 5: Taäp hôïp ñieåm laø maët caàu – Taäp hôïp taâm maët caàu 

1.  Taäp hôïp ñieåm laø maët caàu  

 Giaû söû tìm taäp hôïp ñieåm M  thoaû tính chaát  P  naøo ñoù. 

 – Tìm heä thöùc giöõa caùc toaï ñoä ,  ,  x y z  cuûa ñieåm .M  Chaúng haïn coù daïng: 

     
2 2 2 2x a y b z c R( ) ( ) ( )       

    hoaëc:  2 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d         

 – Tìm giôùi haïn quó tích (neáu coù). 

2. Tìm taäp hôïp taâm maët caàu 

 – Tìm toaï ñoä cuûa taâm I , chaúng haïn:  
 



 

( )
( )
( )

 *
x f t
y g t
z h t

  

 – Khöû t trong  *  ta coù phöông trình taäp hôïp ñieåm. 

 – Tìm giôùi haïn quó tích (neáu coù). 
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2. MẶT PHẲNG TRONG KHÔNG GIAN 
 

 

 

 

 

I. Các định nghĩa: 

1. Véc tơ chỉ phương (VTCP) của đường thẳng: 

 

a


là VTCP của đường thẳng  
ñn


 

 




 


  0

a coù giaù song song hoaëc truøng vôùi 

a
 

 

 

        

Chú ý: 

 Một đường thẳng có vô số VTCP, các véc tơ này cùng phương với nhau. 

 Một đường thẳng   hoàn toàn được xác định khi biết một điểm thuộc nó 

và một VTCP của nó. 

2. Cặp VTCP của mặt phẳng: 

 

 

 

            

 

Cho mặt phẳng   xác định bởi hai đường thẳng cắt nhau  a  và b . Gọi a


 là VTCP của 

đường thẳng a  và b


 là VTVP của đường thẳng b . Khi đó : 

        Cặp ( , )a b


 được gọi là cặp VTCP của mặt phẳng   

Chú ý :  

 Một mặt phẳng   hoàn toàn được xác định khi biết một điểm thuộc nó và 

một cặp VTCP của nó. 

3. Véc tơ pháp tuyến ( VTPT) của mặt phẳng : 

 

 

 

                n


 là VTPT của mặt phẳng 
ñn


  0

n coù giaù vuoâng goùc vôùi mp

n



 



 

  

Chú ý : 

 Một mặt phẳng  có vô số VTPT, các véc tơ này cùng phương với nhau. 

 Một mặt phẳng hoàn toàn được xác định khi biết một điểm thuộc nó và một 

cặp VTPT của nó. 
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4. Cách tìm tọa độ một VTPT của mặt phẳng khi biết cặp VTCP của nó: 

Định lý: Giả sử mặt phẳng   có cặp VTCP là :
1 2 3

1 2 3

( ; ; )

( ; ; )

a a a a

b b b b

 





  thì mp  có một VTPT là : 

                         
2 3 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

; ; ;
a a a a a a

n a b
b b b b b b

 
     

 

  
 

II. Phương trình của mặt phẳng : 

Định lý 1: Trong   .Kg Oxyz  Phương trình mặt phẳng   

đi qua điểm 0 0 0 0( ; ; )M x y z  và có một  VTPT ( ; ; )n A B C


 là: 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0     x y zC zA yBx  

 

                                               
 

 

 

 

Định lý 2: Trong   .Kg Oxyz  Phương trình dạng :  

                              0   A B Cx y z D  với 2 2 2 0A B C    

                  là phương trình tổng quát của một mặt phẳng . 

Chú ý : 

 Nếu ( ) : 0   x y CzB DA  thì ( )  có một VTPT là ( ; ; )n A B C


 

 0 0 0 0 0 0 0( ; ; ) ( ) : 0   Ax 0M x y z Ax By Cz D By Cz D           

 

 

 

 

 

 

Các trường hợp đặc biệt: 

1. Caùc tröôøng hôïp rieâng 

 

Caùc heä soá Phöông trình maët 

phaúng () 

Tính chaát maët phaúng () 

D = 0 0Ax By Cz      ñi qua goác toaï ñoä O 

A = 0 0By Cz D       // Ox  hoaëc    Ox   

B = 0  0Ax Cz D       // Oy  hoaëc    Oy  

C = 0 0Ax By D       // Oy  hoaëc    Oz  

A = B = 0 0Cz D      //  Oxy  hoaëc     Oxy  

A = C = 0 0By D      //  Oxz  hoaëc     Oxz  

B = C = 0 0Ax D       //  Oyz  hoaëc     Oyz   

 

)(Oxz

)(Oxy

)(Oyz
z

y

x

O
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2. Phương trình mặt phẳng theo đoạn chắn: 

Phương trình mặt phẳng cắt các trục ,  ,  Ox Oy Oz  tại 








( ; 0; 0)

(0; ; 0)  (a,b,c 0)

(0; 0; )

A a

B b

C c

   

     là:           1
x y z

a b c
    

 

III. Vị trí tương đối của hai mặt phẳng : 

1. Một số quy ước và ký hiệu: 

Hai bộ n số: 
1 2

1 2

( , ,..., )

( , ,..., )

n

n

a a a

b b b





 được gọi là tỷ lệ với nhau nếu có số 0t   sao cho 

1 1

2 2

.

.

n n

a tb

a tb

a tb


 





 

      Ký hiệu:            1 2 1 2: : ... : : : ... :n na a a b b b        hoặc        1 2

1 2

... n

n

aa a

b b b
    

2. Vị trí tương đối của hai mặt phẳng: 

     Định lý: Trong  Kg Oxyz  cho hai mặt phẳng ,   xác định bởi phương trình : 

                      1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

( ) : 0    coù VTPT ( ; ; )

( ) : 0  coù VTPT ( ; ; )

A x B y C z D n A B C

A x B y C z D n A B C





    

    



  

 

 

 

 

 

 

 

 

        

1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

A
( ) caét ( )   A : : : :   (hay: )

A

A
( ) // ( )       

A

A
( )  ( )    

A

B B C C A
B C A B C hoaëc hoaëc

B B C C A

B C D

B C D

B C D

B C D

 

 

 

    

   

    

 

Đặc biệt: 

                                     1 2 1 2 1 2   A 0A B B C C       

III. Khoaûng caùch töø ñieåm  0 0 0 0;  ;  M x y z  ñeán maët phaúng      :  0Ax By Cz D  

      0 0 0
0

2 2 2

Ax By Cz D
d M

A B C
,( )

  


 
 

 

A 

B 

C 

a
b

c

O

b

a

2n


1n


b

a

1n


2n


b

a

1n
 2n


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IV. Chùm mặt phẳng 
 Tập hợp tất cả các mặt phẳng qua giao tuyến của hai mặt phẳng 

  và ( )  được gọi là một chùm mặt phẳng 

 Gọi  d  là giao tuyến của hai mặt phẳng 

     1 1 1 1: A 0x B y C z D  và      2 2 2 2: A 0x B y C z D . 

Khi đó nếu  P  là mặt phẳng chứa  d  thì phương trình mặt phẳng  P  

có dạng 

           2 2
1 1 1 1 2 2 2 2: .(A ) .(A ) 0,   0P m x B y C z D n x B y C z D m n  

 

VAÁN ÑEÀ 1: Vieát phöông trình maët phaúng  

Ñeå laäp phöông trình maët phaúng    ta caàn xaùc ñònh moät ñieåm thuoäc    vaø moät VTPT cuûa noù. 

Daïng 1:    ñi qua ñieåm  0 0 0M x ; y ; z  coù VTPT  n A;B;C


: 

           0 0 0 0      : A x x B y y C z z  

Daïng 2:    ñi qua ñieåm  0 0 0M x ; y ; z  coù caëp VTCP a b,


: 

  Khi ñoù moät VTPT cuûa    laø  n a b,
 

. 

Daïng 3:  

   ñi qua ñieåm  0 0 0M x ; y ; z  vaø song song vôùi maët phaúng      :     0 :Ax By Cz D  

           0 0 0 0      : A x x B y y C z z  

Daïng 4:    ñi qua 3 ñieåm khoâng thaúng haøng ,  ,  :A B C  

  Khi ñoù ta coù theå xaùc ñònh moät VTPT cuûa   laø: n AB AC,   
 

 

Daïng 5:    ñi qua moät ñieåm M  vaø moät ñöôøng thaúng  d  khoâng chöùa M : 

  – Treân  d  laáy ñieåm A  vaø VTCP u


. 

  – Moät VTPT cuûa    laø: n AM u,   
 

 

Daïng 6:    ñi qua moät ñieåm M  vaø vuoâng goùc vôùi moät ñöôøng thaúng  d : 

  VTCP u


 cuûa ñöôøng thaúng  d  laø moät VTPT cuûa   . 

Daïng 7:    ñi qua 2 ñöôøng thaúng caét nhau 1 2,  :d d  

  – Xaùc ñònh caùc VTCP a b,


 cuûa caùc ñöôøng thaúng 1 2,  .d d . 

  – Moät VTPT cuûa    laø:  n a b,
 

. 

  – Laáy moät ñieåm M  thuoäc d1 hoaëc   2 .d M   

Daïng 8:    chöùa ñöôøng thaúng 1d vaø song song vôùi ñöôøng thaúng 1 2,(  2d d d cheùo nhau ) :  

  – Xaùc ñònh caùc VTCP a b,


 cuûa caùc ñöôøng thaúng 1 2,  .d d  

  – Moät VTPT cuûa    laø:  n a b,
 

. 

  – Laáy moät ñieåm M  thuoäc   1 .d M   

Daïng 9:    ñi qua ñieåm M  vaø song song vôùi hai ñöôøng thaúng cheùo nhau ,  :1 2d d  

  – Xaùc ñònh caùc VTCP a b,


 cuûa caùc ñöôøng thaúng 1 2,  .d d  

    
P  

d 
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  – Moät VTPT cuûa    laø:  n a b,
 

. 

Daïng 10:    ñi qua moät ñöôøng thaúng  d  vaø vuoâng goùc vôùi moät maët phaúng   :  

  – Xaùc ñònh VTCP u


 cuûa  d  vaø VTPT n


 cuûa   .  

  – Moät VTPT cuûa     laø: n u n,    
  

. 

  – Laáy moät ñieåm M  thuoäc    .d M   

Daïng 11:    ñi qua ñieåm M  vaø vuoâng goùc vôùi hai maët phaúng caét nhau      , :   

  – Xaùc ñònh caùc VTPT n n, 
 

 cuûa    vaø   .  

  – Moät VTPT cuûa     laø: n u n,    
  

. 

Daïng 12:    ñi qua ñöôøng thaúng  d  cho tröôùc vaø caùch ñieåm M  cho tröôùc moät khoaûng k  

cho tröôùc: 

  – Giaû söû () coù phöông trình: 0Ax By Cz+D    2 2 2 0A B C   . 

  – Laáy 2 ñieåm      , , (A B d A B  ta ñöôïc hai phöông trình    1 ,  2 ).  

  – Töø ñieàu kieän khoaûng caùch d M k( ,( ))  , ta ñöôïc phöông trình  3 .  

  – Giaûi heä phöông trình      1 ,  2 ,  3  (baèng caùch cho giaù trò moät aån, tìm caùc aån 

coøn laïi). 

Daïng 13:    laø tieáp xuùc vôùi maët caàu  S taïi ñieåm :H  

  – Giaû söû maët caåu  S  coù taâm I  vaø baùn kính .R  

  – Moät VTPT cuûa    laø: n IH


 

 Chuù yù: Ñeå vieát phöông trình maët phaúng caàn naém vöõng caùc caùch xaùc ñònh maët phaúng ñaõ 

hoïc ôû lôùp 11. 

 

VAÁN ÑEÀ 2: Vò trí töông ñoái cuûa hai maët phaúng  

 

VAÁN ÑEÀ 3: Khoaûng caùch töø moät ñieåm ñeán moät maët phaúng. 

Khoaûng caùch giöõa hai maët phaúng song song.  

Hình chieáu cuûa moät ñieåm treân maët phaúng .  

Ñieåm ñoái xöùng cuûa moät ñieåm qua maët phaúng. 

  Khoaûng caùch töø ñieåm  0 0 0 0;  ;  M x y z  ñeán maët phaúng    :  ) 0( Ax By Cz D  

      0 0 0
0

2 2 2

Ax By Cz D
d M

A B C
,( )

  


 
 

  Khoaûng caùch giöõa hai maët phaúng song song baèng khoaûng caùch töø moät ñieåm baát kì treân 

maët phaúng naøy ñeán maët phaúng kia. 

 Chuù yù: Neáu hai maët phaúng khoâng song song thì khoaûng caùch giöõa chuùng baèng 0.  

  Ñieåm H  laø hình chieáu cuûa ñieåm M  treân  


 


,
( )

MH n cuøng phöông
H

P
P

 
 

  Ñieåm 'M  ñoái xöùng vôùi ñieåm M  qua   2 MM MHP
 
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VAÁN ÑEÀ 4: Goùc giöõa hai maët phaúng  

 Cho hai maët phaúng    ,   coù phöông trình:   1 1 1 1 0   : A x B y C z D  

               2 2 2 2 0   : A x B y C z D  

 Goùc giöõa    ,   baèng hoaëc buø vôùi goùc giöõa hai VTPT  1 2n n,
 

. 

      1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 2 2

n n A A B B C C

n n A B C A B C

.
cos ( ),( )

. .
 

 
 

   

 

   

 Chuù yù:   0 00 ( ),( ) 90   .    1 2 1 2 1 2 0A A B B C C( ) ( )       

 

VAÁN ÑEÀ 5: Vò trí töông ñoái giöõa maët phaúng vaø maët caàu. 

                     Phöông trình maët phaúng tieáp xuùc vôùi maët caàu 

Cho maët phaúng   0   : Ax By Cz D   vaø maët caàu   2 2 2 2     : ( ) ( ) ( )S x a y b z c R  

     vaø  S  khoâng coù ñieåm chung   ( ,( ))d I R  

     tieáp xuùc vôùi  S    ( ,( ))d I R     laø tieáp dieän 

  Ñeå tìm toaï ñoä tieáp ñieåm ta coù theå thöïc hieän nhö sau: 

 – Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d  ñi qua taâm I  cuûa  S  vaø vuoâng goùc vôùi   . 

 – Tìm toaï ñoä giao ñieåm H  cuûa d  vaø   .  

  H  laø tieáp ñieåm cuûa  S  vôùi   . 

     caét  S  theo moät ñöôøng troøn  ( ,( ))d I R  

Ñeå xaùc ñònh taâm H  vaø baùn kính r  cuûa ñöôøng troøn giao tuyeán ta coù theå thöïc hieän nhö sau: 

 – Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d  ñi qua taâm I  cuûa  S  vaø vuoâng goùc vôùi   . 

 – Tìm toaï ñoä giao ñieåm H  cuûa d  vaø   .  

  H  laø taâm cuûa ñöôøng troøn giao tuyeán cuûa  S  vôùi   . 

  Baùn kính r  cuûa ñöôøng troøn giao tuyeán: 2 2r R IH   
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3. ĐƯỜNG THẲNG TRONG KHÔNG GIAN 
 

 

 

 

 

I. Phương trình của đường thẳng:   

1) Vectơ chỉ phương của đường phẳng: 

Định nghĩa: Cho đường phẳng d . Nếu vectơ  0a
 

 và có giá song song hoặc trùng 

với đường phẳng d  thì vectơ a


 được gọi là vectơ pháp tuyến của đường phẳng d . Kí 
hiệu:  1 2 3( ; ; )a a a a


  

 Chú ý: 

1) a


 là VTCP của d  thì .k a


 ( 0)k  cũng là VTCP của d  

2) Nếu d  đi qua hai điểm ,  A B  thì AB


 là một VTCP của d  

3) Trục Ox  có vectơ chỉ phương   (1; 0; 0)a i
 

 

4) Trục Oy  có vectơ chỉ phương   (0;1; 0)a j
 

 

5) Trục Oz  có vectơ chỉ phương   (0; 0;1)a k
 

 

2.Phương trình tham số của đường thẳng: 

Định lý: Trong   .Kg Oxyz  Phương trình tham số của đường thẳng ( )  đi qua điểm 

0 0 0 0( ; ; )M x y z  và nhận  1 2 3( ; ; )a a a a


 làm VTCP là : 

                                                           

                                                                            
  


   
  

0 1

0 2

0 3

( ) :       t

x x ta

y y ta

z z ta

  

 

 

 

3. Phương trình chính tắc của đường thẳng: 

Định lý: Trong   .Kg Oxyz  Phương trình chính tắc của đường thẳng ( )  đi qua 

điểm 0 0 0 0( ; ; )M x y z  và nhận  1 2 3( ; ; )a a a a


 làm VTCP là : 

                                                 0 0 0

1 2 3

( ) :
x x y y z z

a a a

  
    

II. Vị trí tương đối của đường thẳng và mặt phẳng : 

1.Vị trí tương đối của đường thẳng và mặt phẳng : 

PP HÌNH HỌC 

 

 

 

 

 

 

O 

z

y

x

)(

0M ),,( zyxM

a


a

n


M

)( a


a

n


M )(a


a

n


M )(a

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Định lý: Trong  Kg Oxyz cho: đường thẳng  

  


  
  

0 1

0 2

0 3

 (1)

( ) :  (2)

 (3)

x x a t

y y a t

z z a t

 có VTCP  1 2 3( ; ; )a a a a


 

và qua 0 0 0 0( ; ; )M x y z  và mặt phẳng ( ) : 0  Ax By Cz D     có VTPT   ( ; ; )n A B C


 

               Khi đó : 

                      

 

 

 







      

     
   

     

     
    

     

1 2 3

1 2 3

0 0 00

1 2 3

0 0 00

( ) caét ( )     . 0  Aa 0

Aa 0. 0
( ) // ( )         

0( )

Aa 0. 0
( )  ( )      

0( )

a n Ba Ca

Ba Caa n

Ax By Cz DM P

Ba Caa n

Ax By Cz DM P

 

 

Đặc biệt:       ( )  ( )   a


 và n


 cùng phương 

                  1 2 3   : : : :a a a A B C  

 

PP ĐẠI SỐ: Muốn tìm giao điểm M của    và    ta giải hệ phương trình:
( )

( )

pt

pt 





 tìm 

, , .x y z  Suy ra:  , ,  M x y z  

Thế      1 , 2 , 3  vào phương trình  mp P và rút gọn đưa về dạng:   0 (*)at b   

  d  cắt  mp P  tại một điểm    *Pt  có một nghiệm t . 

  d  song song với      *P Pt  vô nghiệm.  

  d  nằm trong      *P Pt  có vô số nghiệm t . 

  d  vuông góc  P  a


 và n


 cùng phương 

 

2. Vị trí tương đối của hai đường thẳng: 

  

 

 

 

 

PP HÌNH HỌC 

Định lý: Trong  Kg Oxyz cho hai đường thẳng: 

                    

0 0 0
1 0 0 0 0

' ' ' ' ' ' ' '0 0 0
2 0 0 0 0' ' '

( ) :  coù VTCP ( ; ; ) vaø qua M ( ; ; )

( ) :  coù VTCP ( ; ; ) vaø qua M ( ; ; )

x x y y z z
u a b c x y z

a b c

x x y y z z
u a b c x y z

a b c

  
   

  
   



  

     
  

 
' '

1 2 0 0  ( ) vaø ( )  ñoàng phaúng   , . 0u u M M  

a

a


n


0M

'
0M

a
 1

2
b


0M u


'u


1

2
'
0M

0M
'
0M u


'u


1 2

u


'u


0M

'
0M

1

2
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        
 

        

   

 
' '

0 0
1 2

' ' '

' ' ' ' ' '
1 2 0 0 0 0 0 0

1 2

, . 0
  ( ) caét ( )                       

: : : :

  ( ) // ( )                          : : : : ( ) : ( ) : ( )

  ( )  ( )              

u u M M

a b c a b c

a b c a b c x x y y z z

     

     
  

     

 

 

' ' ' ' ' '
0 0 0 0 0 0

' '
1 2 0 0

1 2

          : : : : ( ) : ( ) : ( )

  ( ) vaø ( )  cheùo nhau      , . 0

  ( )  ( )                        . ' 0

a b c a b c x x y y z z

u u M M

u u

 

 

PP ĐẠI SỐ: Muốn tìm giao điểm M của 1 2( ) vaø ( )  ta giải hệ phương trình :
1

2

( )

( )

pt

pt





 

tìm , , .x y z Suy ra:  , ,  M x y z  

3) Vị trí tương đối giữa đường thẳng và mặt cầu: 

Cho đường thẳng d: 
  


 
  

0 1

0 2

0 3

 (1)

 (2)

 (3)

x x a t

y y a t

z z a t

  và mặt cầu        2 2 2 2( ) ( ) ): (x a y b z c RS  có 

tâm ( ; ; )I a b c , bán kính .R  

PP HÌNH HỌC 

B1. Tính khoảng cách từ tâm I  của mặt cầu  S  đến đường thẳng d  là 

 
 

 
0.

( , )
IM a

h d I d
a

 

   

B2. So sánh ( , )d I d  và bán kính R  của mặt cầu: 

● Nếu ( , )d I d R  thì d  không cắt  S  

● Nếu ( , )d I d R  thì d  tiếp xúc  S  

● Nếu ( , )d I d R  thì d  cắt  S tại hai điểm phân biệt ,  M N  và MN  vuông góc với 

đường kính (bán kính) mặt cầu 

PP ĐẠI SỐ: Thế      1 ,  2 ,  3  vào phương trình  S và rút gọn đưa về phương trình bậc 

hai theo   *t  

● Nếu phương trình  *  vô nghiệm thì d  không cắt  S  

● Nếu phương trình  *  có một nghiệm thì d  tiếp xúc  S  

● Nếu phương trình  *  có hai nghiệm thì d  cắt  S  tại hai điểm phân biệt ,  M N  

Chú ý: Để tìm tọa độ ,  M N  ta thay giá trị t  vào phương trình đường thẳng d  
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III. Góc trong không gian: 

1. Góc giữa hai mặt phẳng: 

     Định lý: Trong  Kg Oxyz  cho hai mặt phẳng ,   xác định bởi phương trình : 

                                                         
1 1 1 1

2 2 2 2

( ) : 0    

( ) : 0  

A x B y C z D

A x B y C z D





   

   
 

    Gọi   là góc giữa hai mặt phẳng ( ) & ( )  ta có công thức: 

 

                    
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
.

A A B B C C

A B C A B C


 


   
  

 

2. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng: 

     Định lý:  Trong  Kg Oxyz  cho  đường thẳng  
  

  0 0 0( ) :
x x y y z z

a b c
  

          và mặt phẳng ( ) : 0  Ax By Cz D         

Gọi   là góc giữa hai mặt phẳng ( ) & ( ) ta có công thức: 

                                                

                               
2 2 2 2 2 2

sin
.

Aa Bb Cc

A B C a b c


 


   
 

3.Góc giữa hai đường thẳng : 

     Định lý: Trong  Kg Oxyz  cho hai đường thẳng : 

                                    

  
  

  
  

0 0 0
1

0 0 0
2 ' ' '

( ) :  

( ) :  

x x y y z z

a b c

x x y y z z

a b c

        

 

                    Gọi   là góc giữa hai mặt phẳng 1 2( ) & ( )  ta có công thức: 

                               

' ' '

2 2 2 '2 '2 '2
cos

.

aa bb cc

a b c a b c


 


   
 

IV. Khoảng cách: 

1. Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng: 

Định lý: Trong  Kg Oxyz  cho mặt phẳng    ( ) : 0Ax By Cz D và điểm 0 0 0 0( ; ; )M x y z  

               Khoảng cách từ điểm 0M  đến mặt phẳng ( )  được tính bởi công thức:                        

 

                                                                     
0 0 0

0
2 2 2

( ; )
Ax By Cz D

d M
A B C

  
 

 
 

 

 2. Khoảng cách từ một điểm đến một đường thẳng: 

 Định lý:  Trong  Kg Oxyz  cho đường thẳng ( )  đi qua điểm 0 0 0 0( ; ; )M x y z  và có VTCP 

( ; ; )u a b c


. Khi đó khoảng cách từ điểm M1 đến ( )  được tính bởi công thức: 

                                                                             
0 1

1

;
( , )

M M u
d M

u

 
 

 

 

  

b

a

);;( 2222 CBAn 


);;( 1111 CBAn 


00 900  

a

);;( CBAn 


)(

);;( cbaa 


00 900  

);;(1 cbaa 


1

2 )';';'(2 cbaa 


00 900  

a

);;( 0000 zyxM

H

H

u


);;( 0000 zyxM

1M

)(
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3. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau: 

Định lý: Trong  Kg Oxyz  cho hai đường thẳng chéo nhau : 

                    
1 0 0 0 0

' ' ' ' ' ' ' '
2 0 0 0 0

( ) coù VTCP ( ; ; ) vaø qua M ( ; ; )

( ) coù VTCP ( ; ; ) vaø qua M ( ; ; )

u a b c x y z

u a b c x y z

 

 



  

                Khi đó khoảng cách giữa 1 2( ) vaø ( )   được tính bởi công thức 

                                                  

 

                                                                                

'
0 0

1 2

, ' .
( , )

; '

 
 

  
 
 

 

 
u u M M

d
u u

 

 

VAÁN ÑEÀ 1: Laäp phöông trình ñöôøng thaúng  

Ñeå laäp phöông trình ñöôøng thaúng d   ta caàn xaùc ñònh moät ñieåm thuoäc d   vaø moät VTCP cuûa noù. 

Daïng 1: d  ñi qua ñieåm 0 0 0 0M x y z( ; ; )  vaø coù VTCP 1 2 3a a a a( ; ; )


: 

    
1

2

3

o

o

o

x x a t

d y y a t t R

z z a t

( ) : ( )

  


  
  

 

Daïng 2: d  ñi qua hai ñieåm ,  :A B  

 Moät VTCP cuûa d  laø AB


. 

 

Daïng 3: d  ñi qua ñieåm 0 0 0 0M x y z( ; ; )  vaø song song vôùi ñöôøng thaúng   cho tröôùc: 

 Vì / /d  neân VTCP cuûa   cuõng laø VTCP cuûa d . 

Daïng 4: d  ñi qua ñieåm 0 0 0 0M x y z( ; ; )  vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng  P  cho tröôùc: 

 Vì  d P  neân VTPT cuûa  P  cuõng laø VTCP cuûa d . 

Daïng 5: d  laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng    ,  :P Q  

 Caùch 1: Tìm moät ñieåm vaø moät VTCP. 

  – Tìm toaï ñoä moät ñieåm  :A d  baèng caùch giaûi heä phöông trình 
P
Q

( )
( )




 (vôùi vieäc 

choïn giaù trò cho moät aån) 

  – Tìm moät VTCP cuûa    ,: P Qd a n n
  

 

 Caùch 2: Tìm hai ñieåm ,  A B  thuoäc d , roài vieát phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm ñoù. 

Daïng 6: d  ñi qua ñieåm 0 0 0 0( ; ; )M x y z  vaø vuoâng goùc vôùi hai ñöôøng thaúng 1 2, :d d  

 Vì  1 2,  d d d d  neân moät VTCP cuûa d  laø: 
1 2

d da a a, 
 

  
 

Daïng 7: d  ñi qua ñieåm 0 0 0 0M x y z( ; ; ) , vuoâng goùc vaø caét ñöôøng thaúng  . 

  Caùch 1: Goïi H  laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa 0M  treân ñöôøng thaúng  . 

   
0 

 




H

M H u
   

 Khi ñoù ñöôøng thaúng d  laø ñöôøng thaúng ñi qua 0 ,  .M H  

0M

'
0M

u


'u


1

2
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  Caùch 2: Goïi  P  laø maët phaúng ñi qua A  vaø vuoâng goùc vôùi d  ;  Q  laø maët phaúng ñi 

qua A  vaø chöùa .d  Khi ñoù      d P Q  

Daïng 8: d ñi qua ñieåm 0 0 0 0M x y z( ; ; )  vaø caét hai ñöôøng thaúng 1 2, :d d  

  Caùch 1: Goïi  1 1 2 2,  .M d M d  Töø ñieàu kieän 1 2,  ,  M M M  thaúng haøng ta tìm ñöôïc 

1 2,  .M M  Töø ñoù suy ra phöông trình ñöôøng thaúng d . 

  Caùch 2: Goïi    0 1( , )MP d ,    0 2( , )MQ d . Khi ñoù     .d P Q  Do ñoù, moät VTCP 

cuûa d coù theå choïn laø P Qa n n,   
  

. 

Daïng 9: d naèm trong maët phaúng  P  vaø caét caû hai ñöôøng thaúng 1 2, :d d  

  Tìm caùc giao ñieåm      1 2,  .A d P B d P  Khi ñoù d chính laø ñöôøng thaúng .AB  

Daïng 10: d song song vôùi   vaø caét caû hai ñöôøng thaúng 1 2, :d d  

  Vieát phöông trình maët phaúng  P  chöùa   vaø 1,d  maët phaúng  Q chöùa   vaø 2.d  

 Khi ñoù     .d P Q  

Daïng 11: d laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng thaúng 1 2,  d d  cheùo nhau: 

  Caùch 1: Goïi  1 1 2 2,  .M d M d  Töø ñieàu kieän 1

2

MN d

MN d

 
 

, ta tìm ñöôïc ,  .M N  

 Khi ñoù, d laø ñöôøng thaúng .MN  

  Caùch 2: 

  – Vì  1d d  vaø  2d d  neân moät VTCP cuûa d coù theå laø:  
 1 2

,d da a a
  

. 

  – Laäp phöông trình maët phaúng  P  chöùa d vaø 1,d  baèng caùch: 

   + Laáy moät ñieåm A  treân 1.d  

   + Moät VTPT cuûa  P  coù theå laø:  
 1

,P dn a a
  

. 

  – Töông töï laäp phöông trình  maët phaúng (Q) chöùa d vaø 2.d  

 Khi ñoù     .d P Q  

Daïng 12: d laø hình chieáu cuûa ñöôøng thaúng   leân maët phaúng   :P  

  Laäp phöông trình maët phaúng  Q  chöùa   vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng  P  baèng caùch:

 – Laáy M . 

 – Vì  Q  chöùa   vaø vuoâng goùc vôùi  P  neân    ,Q Pn a n
  

. 

 Khi ñoù     .d P Q  

Daïng 13: d ñi qua ñieåm ,M  vuoâng goùc vôùi 1d vaø caét 2 :d  

  Caùch 1: Goïi N  laø giao ñieåm cuûa d vaø 2.d  Töø ñieàu kieän  1,MN d  ta tìm ñöôïc .N  

 Khi ñoù, d laø ñöôøng thaúng .MN  

  Caùch 2: 

  – Vieát phöông trình maët phaúng  P  qua M  vaø vuoâng goùc vôùi 1.d  

  – Vieát phöông trình maët phaúng  Q  chöùa M  vaø 2.d  

 Khi ñoù     .d P Q  
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VAÁN ÑEÀ 2: Vò trí töông ñoái giöõa hai ñöôøng thaúng  

Ñeå xeùt VTTÑ giöõa hai ñöôøng thaúng, ta coù theå söû duïng moät trong caùc phöông phaùp sau: 

  Phöông phaùp hình hoïc: Döïa vaøo moái quan heä giöõa caùc VTCP vaø caùc ñieåm thuoäc caùc 

ñöôøng thaúng. 

  Phöông phaùp ñaïi soá: Döïa vaøo soá nghieäm cuûa heä phöông trình caùc ñöôøng thaúng. 

 

VAÁN ÑEÀ 3: Vò trí töông ñoái giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng   

Ñeå xeùt VTTÑ giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng, ta coù theå söû duïng moät trong caùc phöông phaùp 

sau: 

  Phöông phaùp hình hoïc: Döïa vaøo moái quan heä giöõa VTCP cuûa ñöôøng thaúng vaø VTPT 

cuûa maët phaúng. 

  Phöông phaùp ñaïi soá: Döïa vaøo soá nghieäm cuûa heä phöông trình ñöôøng thaúng vaø maët 

phaúng. 

 

VAÁN ÑEÀ 4: Vò trí töông ñoái giöõa ñöôøng thaúng vaø maët caàu    

Ñeå xeùt VTTÑ giöõa ñöôøng thaúng vaø maët caàu  ta coù theå söû duïng caùc phöông phaùp sau: 

  Phöông phaùp hình hoïc: Döïa vaøo khoaûng caùch töø taâm maët caàu ñeán ñöôøng thaúng vaø baùn 

kính.  

  Phöông phaùp ñaïi soá: Döïa vaøo soá nghieäm cuûa heä phöông trình ñöôøng thaúng vaø maët caàu. 

 

VAÁN ÑEÀ 5: Khoaûng caùch    

1. Khoaûng caùch töø ñieåm M  ñeán ñöôøng thaúng d  

  Caùch 1: Cho ñöôøng thaúng d ñi qua 0M  vaø coù VTCP a


. 

    
0M M a

d M d
a

,
( , )

 
 



 

  

  Caùch 2:  – Tìm hình chieáu vuoâng goùc H  cuûa M  treân ñöôøng thaúng .d  

   –   , .d M d MH  

  Caùch 3: – Goïi  ;  ;  .N x y z d  Tính 2MN theo ( t t tham soá trong phöông trình 

ñöôøng thaúng .)d  

   – Tìm t  ñeå 2MN  nhoû nhaát. 

   – Khi ñoù  .N H Do ñoù   , .d M d MH  

2. Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau  

 Cho hai ñöôøng thaúng cheùo nhau 1d vaø 2.d  

  1d  ñi qua ñieåm M1 vaø coù VTCP 1a


, 2d  ñi qua ñieåm 2M  vaø coù VTCP 2a


 

    
1 2 1 2

1 2
1 2

a a M M
d d d

a a

, .
( , )

,

  


  

 

   

 Chuù yù: Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng cheùo nhau 1 2,  d d  baèng khoaûng caùch giöõa 

1d vôùi maët phaúng    chöùa 2d  vaø song song vôùi 1.d  
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3. Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng song song  

baèng khoaûng caùch töø moät ñieåm thuoäc ñöôøng thaúng naøy ñeán ñöôøng thaúng kia. 

4. Khoaûng caùch giöõa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng song song 

 Khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng d vôùi maët phaúng    song song vôùi noù baèng khoaûng caùch 

töø moät ñieåm M  baát kì treân d ñeán maët phaúng   . 

 

VAÁN ÑEÀ 6: Goùc    

1. Goùc giöõa hai ñöôøng thaúng   

 Cho hai ñöôøng thaúng 1 2,  d d  laàn löôït coù caùc VTCP 1 2,a a
 

. 

 Goùc giöõa 1 2,  d d  baèng hoaëc buø vôùi goùc giöõa 1 2,a a
 

. 

       1 2
1 2

1 2

.
cos ,

.

a a
a a

a a

 
 

   

2. Goùc giöõa moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng  

 Cho ñöôøng thaúng d coù VTCP 1 2 3a a a a( ; ; )


 vaø maët phaúng    coù VTPT n A B C( ; ; )


. 

 Goùc giöõa ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng    baèng goùc giöõa ñöôøng thaúng d vôùi hình chieáu 

'd cuûa noù treân   . 

      sin ,( )d
 

   

1 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3.

Aa Ba Ca

A B C a a a
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4. MẶT CẦU TRONG KHÔNG GIAN 
 

 

 

 

 

I. Phương trình mặt cầu: 

    1. Phương trình chính tắc: 

   Định lý: Trong   .Kg Oxyz  Phương trình của mặt cầu   S  tâm  ; ; ,I a b c  bán kính R  là: 

                                                                                             

                                                              2 2 2 2( ) : ( ) ( ) ( ) 1S x a y b z c R      

   

                                                          Phương trình  1  được gọi là phương trình 

                                                          chính tắc của mặt cầu 

                                 

  Đặc biệt:     Khi I O  thì  2 2 2 2( ) :C x y z R    

    

 2. Phương trình tổng quát: 

     Định lý : Trong   .Kg Oxyz  Phương trình :  

                                           2 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d          

                            với     2 2 2 0a b c d  là phương trình của mặt cầu  S  có 

                            tâm  ; ; ,I a b c  bán kính     2 2 2R a b c d . 

II. Giao của mặt cầu và mặt phẳng: 

 Định lý: Trong  Kg Oxyz  cho mặt phẳng ( )  và mặt cầu  S  có phương trình :                                      

                                                 
2 2 2 2

( ) : 0

( ) : ( ) ( ) ( )

Ax By Cz D

S x a y b z c R

    

     
 

 Gọi ;( )d I   là khoảng cách từ tâm mặt cầu  S  đến mặt phẳng   

 Ta có :                                  

                                         

 

 

 







1.  ( ) caét maët caàu (S)                 d(I; ) < R

2.  ( ) tieáp xuùc maët caàu (S)         d(I; ) =R

3.  ( ) khoâng caét maët caàu (S)      d(I; ) > R

 

 

 

 

 

 

 

 

Chú ý: 

Khi   cắt mặt cầu  S  thì sẽ cắt theo một đường tròn  C . Đường tròn  C  này có: 

 

 Tâm là hình chiếu vuông góc của tâm mặt cầu trên mặt phẳng   

a a a

I

H
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 Bán kính  2 2( , )r R d I   

Để viết phương trình mặt cầu  S , ta cần xác định tâm I  và bán kính R  của mặt cầu. 

Dạng 1:  S  có tâm  ; ;I a b c  và bán kính R :   2 2 2 2: ( ) ( ) ( )S x a y b z c R       

Dạng 2:  S  có tâm  ; ;I a b c  và đi qua điểm A : 

Phương pháp: 

 Khi đó bán kính R IA . 

Dạng 3:  S  nhận đoạn thẳng AB  cho trước làm đường kính: 

Phương pháp: 

 Tâm I  là trung điểm của đoạn thẳng ; ;
2

:
2 2

  
  A B A B A B

I I I

x x y y z
zA

z
x yB . 

 Bán kính 
2

AB
R IA  . 

Dạng 4:  S  đi qua bốn điểm , , , (A B C D mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ) :ABCD  

Phương pháp: 

 Giả sử phương trình mặt cầu  S  có dạng: 

 2 2 2 2 2 * .2 0      x y z ax by cz d   

 Thay lần lượt toạ độ của các điểm , , ,A B C D  vào  * ,  ta được 4 phương trình. 

 Giải hệ phương trình đó, ta tìm được , , , a b c d  Phương trình mặt cầu  S . 

Dạng 5:  S  đi qua ba điểm , ,A B C  và có tâm I   nằm trên mặt phẳng  P  cho trước: 

Phương pháp: Giải tương tự như dạng 4. 

Dạng 6:  S  có tâm I  và tiếp xúc với mặt cầu  T  cho trước: 

Phương pháp: 

 Xác định tâm I  và bán kính 'R   của mặt cầu  T . 

 Sử dụng điều kiện tiếp xúc của hai mặt cầu để tính bán kính R  của mặt cầu  S . 

(Xét hai trường hợp tiếp xúc trong và tiếp xúc ngoài) 

Chú ý: Với phương trình mặt cầu   2 2 2: 2 2 2 0      S x y z ax by cz d  với 

2 2 2 0a b c d     thì  S  có tâm  – ; – ; –I a b c và bán kính 2 2 2R a b c d    . 

  Cho hai mặt cầu  1 1 1,  S I R và  2 2 2,  .S I R  

  1 2 1 2I I R R          1 2,  S S  trong nhau  

  1 2 1 2I I R R          1 2,  S S ngoài nhau 

  1 2 1 2I I R R         1 2,  S S tiếp xúc trong   

  1 2 1 2I I R R         1 2,  S S tiếp xúc ngoài 

  1 2 1 2 1 2R R I I R R          1 2,  S S cắt  nhau theo một đường tròn (đường  

      tròn giao tuyến). 

Dạng 7: Viết phương trình mặt cầu  S  có tâm  ; ;I a b c , tiếp xúc với mặt phẳng  P  cho 

trước.  

Phương pháp: 

 Ta có bán kính mặt cầu   ;R d I P  
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 Kết luận phương trình mặt cầu. 

Dạng 8: Viết phương trình mặt cầu  S  có tâm  ; ;I a b c , cắt mặt phẳng  P  cho trước 

theo giao tuyến là một đường tròn thoả điều kiện . 

a. Đường tròn có diện tích cho trước. 

b. Đường tròn có chu vi cho trước. 

c. Đường tròn có bán kính cho trước. 

Phương pháp: 

 Từ công thức diện tích đường tròn 2S r  hoặc chu vi đường tròn 2P r  ta tìm 

được bán kính đường tròn giao tuyến r . 

 Tính   ,d d I P  

 Tính bán kính mặt cầu 2 2R d r   

 Kết luận phương trình mặt cầu. 

Dạng 8: Viết phương trình mặt cầu  S  có tâm  ; ;I a b c , cắt mặt phẳng  P  cho trước 

theo giao tuyến là một đường tròn thoả điều kiện . 

Phương pháp: 

 Ta có bán kính mặt cầu   ;R d I P  

 Kết luận phương trình mặt cầu. 

Dạng 9: Viết phương trình mặt cầu  S  có tâm  ; ;I a b c , cắt mặt phẳng  P  cho trước 

theo giao tuyến là một đường tròn thoả điều kiện . 

a. Đường tròn có diện tích cho trước. 

b. Đường tròn có chu vi cho trước. 

c. Đường tròn có bán kính cho trước. 

Phương pháp: 

 Từ công thức diện tích đường tròn 2S r  hoặc chu vi đường tròn 2P r  ta tìm 

được bán kính đường tròn giao tuyến r . 

 Tính   ,d d I P  

 Tính bán kính mặt cầu 2 2R d r   

 Kết luận phương trình mặt cầu. 

Dạng 10: Viết phương trình mặt cầu  S  tiếp xúc với một đường thẳng   cho trước và có 

tâm  ; ;I a b c  cho trước. 

Phương pháp 

Đường thẳng   tiếp xúc với mặt cầu  S  ta có  ,R d I  . 

Dạng 11: Viết phương trình mặt cầu  S  tiếp xúc với một đường thẳng   tại tiếp điểm 

 , ,o o oM x y z  thuộc   và có tâm I  thuộc đường thẳng d  cho trước. 

Phương pháp 

 Viết phương trình mặt phẳng  P  đi qua điểm M  và vuông góc với đường thẳng 

 . 

 Toạ độ tâm   I P    là nghiệm của phương trình. 

 Bán kính mặt cầu  ,R IM d I   . 

 Kết luận về phương trình mặt cầu  S  
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Dạng 12: Viết phương trình mặt cầu  S  có tâm  ; ;I a b c  và cắt đường thẳng   tại hai 

điểm ,A B  thoả mãn điều kiện: 

a. Độ dài AB  là một hằng số. 

b. Tam giác IAB  là tam giác vuông. 

c. Tam giác IAB  là tam giác đều. 

Phương pháp 

Xác định  ,d I IH  , vì IAB  cân tại I  nên 
2

AB
HB   

a. Bán kính mặt cầu  2 2R IH HB  

b. Bán kính mặt cầu 
sin 45o
IH

R  

c. Bán kính mặt cầu 
sin 60o
IH

R  
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